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Kapitel 1

Einfiihrung

Motivation und Ziele der Arbeit

Fin wichtiger Satz der elementaren Zahlentheorie besagt, dass sich jede gan-
ze Zahl aufler 0 eindeutig in ein Produkt von Primzahlen zerlegen lédsst. Man
nennt diesen Satz auch den Fundamentalsatz der Arithmetik. Ein d&hnlicher
Satz findet sich auch im Bereich der algebraischen Zahlentheorie, wenn man
einen Zahlkérper K und seinen Ganzheitsring O betrachtet. Dort stellt
man fest, dass sich jedes Ideal in O eindeutig in ein Produkt von Prim-
idealen zerlegen lésst.

Statt die Ideale in Ok zu betrachten, kann man allerdings auch Ideale
in einer Ordnung von K betrachten, wobei Ordnungen spezielle Unterringe
von K sind. Der Ring Ok ist eine solche Ordnung und wird auch als Ma-
ximalordnung bezeichnet. In der Literatur wird héufig nur die vollstindige
Zerlegbarkeit von Idealen in der Maximalordnung gezeigt. Deswegen soll in
dieser Arbeit die Arithmetik und Zerlegbarkeit von Idealen in allgemeinen
Ordnungen untersucht werden, insbesondere in nicht-maximalen Ordnun-
gen. Gerade bei komplizierteren Zahlkorpern lisst sich die Idealarithmetik
nur sehr schwer per Hand ausfithren oder es dauert zumindest sehr lange.
Deshalb werden in der Arbeit Algorithmen vorgestellt und implementiert,
mit denen man die Berechnungen auch am Computer ausfithren kann.

Vorwissen

In dieser Arbeit wird vorausgesetzt, dass man mit grundlegenden Begriffen
aus der Algebra vertraut ist (insbesondere Ringe, Ideale und Homomor-
phismen). Diese kénnen in einfithrenden Biichern iiber Algebra nachgelesen
werden, beispielsweise in [FS78] oder [Fisll]. An vielen Stellen wird aufer-
dem das Lemma von Zorn bendétigt, das ebenfalls in diesen beiden Biichern
zu finden ist. Fiir manche Algorithmen und Beweise werden zudem grund-
legende Kenntnisse iiber Matrizen, Eigenwerte und charakteristische Poly-
nome benétigt, wie man sie in [Fis08] oder anderen Biichern iiber lineare



Algebra nachlesen kann. Der Begriff ,Modul“ ist ebenfalls dort zu finden.
Grundlegende Kenntnisse iiber Korpererweiterungen sind zu empfehlen, al-
lerdings wird an entsprechenden Stellen oft explizit auf Sitze aus [FS78] und
[Fis1l] verwiesen.

Ubersicht iiber die Arbeit

Kapitel 2 dient vor allem als Nachschlagewerk fiir Sitze aus der (linearen)
Algebra und elementaren Zahlentheorie, die in der Arbeit wichtig fiir be-
stimmte Beweise sind, aber nicht als Vorwissen vorausgesetzt werden. Fiir
die meisten Leser mit algebraischen Vorkenntnissen ist es sinnvoll das Kapi-
tel 2 beim ersten Lesen zu iiberspringen und nur bei Interesse an bestimmten
Beweisen darauf zuriickzugreifen. In Kapitel 3 werden grundlegende Begrif-
fe der algebraischen Zahlentheorie eingefithrt und es wird untersucht, wie
man Ideale zerlegen kann. Der Schwerpunkt liegt dabei auf Idealen in nicht-
maximalen beziehungsweise allgemeinen Ordnungen, allerdings werden auch
einige Sétze speziell fiir die Maximalordnung gezeigt. In Kapitel 4 wird ge-
zeigt, wie man mit Hilfe von Koordinatensystemen und Matrizen die Ideala-
rithmetik und -zerlegung algorithmisch darstellen kann. Auflerdem werden
diese Algorithmen mit dem Algebra-System Sage (siehe [ST09]) umgesetzt.
Im letzten Kapitel befindet sich eine Zusammenfassung der Ergebnisse der
Arbeit und nach dem Literaturverzeichnis ein Stichwortverzeichnis. Am An-
fang vieler Abschnitte befindet sich eine kurze Inhaltsbeschreibung fiir den
jeweiligen Abschnitt. Die meisten Sétze und Algorithmen der Arbeit orien-
tieren sich an [Ger(09], in manchen Abschnitten wird aber noch zusétzliche
Literatur genannt.



Kapitel 2

Vorbereitung

2.1 Erweiterung und Kontraktion

In diesem Abschnitt werden die Erweiterung und die Kontraktion von Idea-
len eingefiihrt. Dies sind die Ideale, die von den Bildern und den Urbildern
von Idealen unter einem Ringhomomorphismus gebildet werden. Dabei ist
jedoch zu beachten, dass zwar das Urbild eines Ideals wieder ein Ideal ist,
aber das Bild eines Ideals im Allgemeinen kein Ideal ist (sondern nur ei-
ne abelsche Gruppe). Man muss also bei der Erweiterung das Bild noch zu
einem Ideal erweitern. Im Allgemeinen sind Erweiterung und Kontraktion
nicht invers zueinander. In spéteren Abschnitten wird jedoch gezeigt, dass
Erweiterung und Kontraktion bei bestimmten Homomorphismen doch eine
Bijektion zwischen gewissen Mengen von Idealen definieren. Aber auch fiir
allgemeine Ringhomomorphismen gibt es einige Sdtze und Eigenschaften,
die in spédteren Abschnitten noch sehr niitzlich sind und deshalb in diesem
Abschnitt bewiesen werden. Meistens sind die betrachteten Ringhomomor-
phismen einfache Inklusionen und es ergeben sich dadurch noch zusétzliche
Eigenschaften fiir Erweiterung und Kontraktion. Beispiele fiir in dieser Ar-
beit betrachtete Ringhomomorphismen sind die kanonischen Homomorphis-
men in den Faktorring oder in die Lokalisierung. In den Einleitungen zu
den Abschnitten 2.2 und 2.3 wird néher erldutert, wofiir man diese nutzen
kann. Die Begriffe Erweiterung und Kontraktion sind aus [NW10, S.24-27]
entnommen.

Definition 2.1.1. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, sei a ein Ideal
in A. Im Allgemeinen ist ¢(a) kein Ideal, aber man kann das von der Menge
©(a) erzeugte Ideal

Ba = (¢(a))5

betrachten. Man bezeichnet Ba als Erweiterung von a beziiglich ¢. Ist b
die Erweiterung eines Ideals in A, so nennt man b auch erweitertes Ideal.



Bemerkung 2.1.2. Ist . : A — B eine Ringinklusion, so besteht Ba genau
aus den B-Linearkombinationen von Elementen x; = 1(x;) € a C A C B:

k

=1

Definition 2.1.3. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, sei b ein Ideal
in B. Dann ist

bla:= 7' (b)

ein Ideal in A und wird als Kontraktion von b beziiglich ¢ bezeichnet. Ist
a die Kontraktion eines Ideals in B, so heifit a auch kontrahiertes Ideal.

Bemerkung 2.1.4. Ist . : A — B ecine Ringinklusion, so gilt:
aa=bnNA

Lemma 2.1.5. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und p ein Prim-
ideal in B. Dann ist die Kontraktion q:=p|a ein Primideal in A.

Beweis. Seien a,b € A Elemente mit axb € q. Es ist zu zeigen, dass entweder
a oder b in q liegen muss. Da a * b in q liegt, gilt ¢(a * b) € p, also wegen
den Homomorphismuseigenschaften auch ¢(a) * ¢(b) = p(a xb) € p. Da p
ein Primideal in B ist, muss also entweder (a) € p gelten oder ¢(b) € p.
Damit gilt aber auch a € q oder b € g. O

Bemerkung 2.1.6. (i) Die Kontraktion eines mazimalen Ideals ist im
Allgemeinen kein mazimales Ideal.

(ii) Die Erweiterung eines Primideals ist im Allgemeinen kein Primideal.

Beweis. Einfache Gegenbeispiele ergeben sich durch die Inklusion

v:7Z — Q
z = oz

Da Q ein Korper ist, gibt es in Q nur die beiden Ideale (1)g = Q und (0)q.
Somit ist (0)g ein maximales Ideal. Die Kontraktion von (0)g auf Z ist
dann das Ideal (0)z. Dieses Ideal ist jedoch nicht maximal, da beispielsweise
(0)z € (2)z € (1)z gilt. Fur den zweiten Teil der Bemerkung kann man das
Primideal (2)7 in Z betrachten. Die Erweiterung Q(2)z von (2)z beziiglich
¢ enthélt auf jeden Fall das Element ¢(27) = 2g # 0g. Da es im Korper Q
nur das Nullideal und das Einheitsideal gibt, muss also die Erweiterung von
(2)z das Einheitsideal sein. Das Einheitsideal ist aber kein Primideal. [

Proposition 2.1.7. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, a,ai,ds
Ideale in A und b, by, by Ideale in B. Dann gilt:
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(Z) a; C ag = Ba; C Bay
(i) a C (Ba)|a

(iii) B(b|4) C b

(
(z’v) B(a1 N Clg) C Baj N Bay
(

(v) B(ai + az) = Ba; + Bay

(vi) B(ay * as) = Baj * Bag

(vii) bila Nbala = (b1 Nb2)|a

(viii) bi|a + bala C (b1 + b2)|a

(iz) b1|a *bala C (by xba)|a

Beweis. (i) Sei b € Baj. Dann ist b eine B-Linearkombination von den

(i)

(iii)

(iv)

Bildern der Elemente in ai, also wegen a; C as auch eine B-Linear-
kombination von den Bildern der Elemente in as. Damit gilt b € Bas.

Die Erweiterung Ba enthilt zumindest die Elemente ¢(a), da diese
nach Definition die Erzeuger des erweiterten Ideals sind. Somit enthélt
auch die Kontraktion von Ba auf A zumindest die Urbilder der Ele-
mente in ¢(a), also insbesondere die Elemente in a.

Alle Elemente in b| 4 sind Urbilder von Elementen in b. Somit sind die
Erzeuger des Ideals B(b|4) in b und da b ein Ideal in B ist, muss sogar
das ganze Ideal B(b|4) in b liegen.

Sei b € B(ajNag). Dann ist b eine B-Linearkombination von den
Bildern ¢(a;) von Elementen a; € a; N ag. Da jedes a; sowohl in ay
als auch in as ist, ist also b auch eine B-Linearkombination von den
Bildern von Elementen in a; beziehungsweise as. Somit ist b auch in
Ba; und in Bas und somit auch im Schnitt von beiden.

Sei zunéichst b € B(a; + az). Dann ist b eine B-Linearkombination von
den Bildern ¢(a; + b;), wobei a; € a; und b; € a gilt. Wegen den Ho-
momorphismuseigenschaften gilt aber p(a; +0b;) = ¢(ai)+(b;). Somit
l&sst sich die Linearkombination aufspalten in die Summe von zwei B-
Linearkombinationen, so dass in einer der Linearkombinationen nur
die Elemente ¢(a;) und in der anderen nur die Elemente ¢(b;) auftau-
chen. Also ist b in Baj + Bas. Fiir die umgekehrte Teilmengenrelation
folgt aus a; C a; + az und (i) auch Bay C B(a; + ag) und zusammen
mit der analogen Aussage fiir as folgt Ba; + Bas C B(a; + a2), da
B(aj + ag) als Ideal beziiglich Addition abgeschlossen ist.

11



(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

2.2

Sei zunéchst b € B(aj % az). Da jedes Element in a; * az eine Summe
von Elementen der Form a; * ag mit a; € a; und as € ay ist und die
Ubertragung der Summe bereits in (v) gezeigt wurde, geniigt es, die
Aussage fiir b = bx* p(ay *az) zu zeigen. Wegen den Homomorphismus-
eigenschaften gilt dann

b="bxp(a) *p(az) = bxp(ar) * 15 * p(az) € Bay * Bas.
Fiir die umgekehrte Richtung reicht es wegen (v), den Fall
b=0by xp(a1) * by x p(az) € Bay * Bay
zu zeigen. Es folgt aber sofort b = (by * ba) * p(a1 * az) € B(a; * az).

Sei zunéchst a € by|4Nba|4. Dann ist ¢(a) sowohl in by als auch in bs.
Somit ist a auch im Urbild von by N be, also a € (b; N b2)|4. Sei nun
umgekehrt a € (by N b2)|4. Dann gilt ¢(a) = b € by N by C b;. Somit
ist a auch im Schnitt by|4 N ba|4.

Sei a € by|a + ba|4. Dann ist @ = a1 + ag mit p(a;) € b;. Wegen den
Homomorphismuseigenschaften gilt also

p(a) = p(ar + a2) = p(a1) + p(az) € by + by
Somit gilt a € (b1 + b2)|4.

Sei a € by|g * ba|4. Dann gilt a = Zij a; ¥ a; mit ¢(a;) € by und
¢(a;) € by. Wegen den Homomorphismuseigenschaften folgt also:

p(a) = (> aixa;) = p(a;) *p(a;) € by * by
ij

ij

Somit ist @ auch in (b * bg)|A.

Faktormoduln und Faktorringe

In diesem Abschnitt werden Faktormoduln und Faktorringe definiert. Fak-
tormoduln sind Moduln, bei denen ein Untermodul annulliert wird und Fak-
torringe sind Ringe, bei denen ein Ideal annulliert wird. Da jeder kommutati-
ve Ring R mit Einselement kanonisch ein R-Modul ist, dessen Untermoduln
genau seine Ideale sind (siehe die folgende Bemerkung), sind Faktorringe
ein Spezialfall von Faktormoduln. Es wird am Anfang der entsprechenden
Unterabschnitte ndher beschrieben, wofiir die Faktormoduln und Faktor-
ringe in dieser Arbeit verwendet werden. Im gesamten Abschnitt sei R ein
kommutativer Ring mit Einselement.
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Bemerkung 2.2.1. Der Ring R ist kanonisch ein R-Modul, der vom Ele-
ment 1 erzeugt wird. Die Addition vom Modul R ist dabei die Addition vom
Ring R und die Skalarmultiplikation mit R vom Modul R ist die Multipli-
kation von FElementen im Ring R. Die R-Untermoduln vom Modul R sind
dann genau die Ideale vom Ring R. Viele Begriffe im Ring R mit Idealen
sind gleichbedeutend mit Begriffen im R-Modul R mit Untermoduln (zum
Beispiel maximale Ideale/Untermoduln, Faktorringe/Faktormoduln).

Notation. In der ganzen Arbeit werden Moduln, die von einer Menge X
oder einer Folge von Elementen (a;) erzeugt werden (iiber einem Ring R),
durch [X]g beziehungsweise [(a;)|r notiert.

Faktormoduln

In der Arbeit werden hauptséichlich Faktorringe betrachtet. Da jeder Fak-
torring aber gleichzeitig ein Faktormodul ist, kénnen manche der benétigten
Sétze fiir Faktorringe bereits fiir Faktormoduln gezeigt werden. Diese Sétze
werden dann im néchsten Abschnitt auf Faktorringe iibertragen. Es wird
auflerdem der Index definiert, der spéter im Zusammenhang mit der Diskri-
minante eine wichtige Rolle spielt. Durch Index und Diskriminante kann man
die Primideale einschréinken, die iiber einem Ideal liegen (und somit in der
Produktzerlegung auftauchen kénnen). Auflerdem zeigt der Index (O : O)
der Maximalordnung O {iiber einer Ordnung O, iiber welchen Primzahlen
es nicht-invertierbare Primideale gibt.

Definition 2.2.2. Sei M ein R-Modul und N C M ein R-Untermodul von
M. Dann wird durch mq ~ mo < mq1 — mg € N eine Aquivalenzrelation
fiir Elemente in M definiert. Man nennt die Faktormenge M/N := M/~
auch Faktormodul von M und N, wobei die Faktormenge die Menge der
Aquivalenzklassen von M beziiglich ~ bezeichnet. Die kanonische Abbildung

t: M — M/N
ist ein Homomorphismus von R-Moduln. Die Anzahl der Elemente in M /N
wird als Index bezeichnet und durch (M : N) notiert. Die Addition und

die Skalarmultiplikation des R-Moduls M/N ergeben sich direkt aus der
Addition und Skalarmultiplikation von M:

+: ([a,[0]) = la+b]
x:  (r,[a]) — [r*a]

Proposition 2.2.3 (Homomorphiesatz). Sei f : A — B ein Homomorphis-
mus von R-Moduln. Dann gilt A/ker f = f(A).

13



Beweis. Da ker f ein Untermodul von A ist, kann man den Faktormodul
A/ker f bilden. Die Funktion

f:Aker f — f(A)
[a] = f(a)
ist wohldefiniert, da fiir einen anderen Reprisentanten b € [a] der Aquiva-

lenzklasse nach Definition der Aquivalenzrelation b — a € ker f gilt. Somit
ist wegen den Homomorphismuseigenschaften von f auch

fb)=fb—a+a)=f(b—a)+ fla) =0+ f(a) = f(a).
Es gilt aulerdem fiir alle a,b € A, r € R

fla + 1) = fla+0]) = fla+b)=f(a)+ f(b) = f(la]) + F([B])

flr=la]) = f([r=a])=f(r+a)=r=*fla)=r=*f(a])

also ist f sogar ein Homomorphismus von R-Moduln. Ist b € f(A), so gibt es
ein a € A mit f(a) = b. Somit ist auch f([a]) = f(a) = b, also ist f surjektiv.
Ist f([a]) = f([b]), so gilt f(a) = f(b) und wegen f Homomorphismus auch
f(b—a) = f(b) — f(a) = 0. Also ist b — a € ker f und somit [a] = [b]. Damit
ist gezeigt, dass f injektiv ist. Somit ist der Ringhomomorphismus bijektiv,
also ein Isomorphismus. O

Lemma 2.2.4. Sei f : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln,
a€ N unda € M mit f(a) = a. Dann ist das Urbild von a gegeben durch
die Menge

atkerf:={beM| Jcekerf:b=a+c}.

Beweis. Zunichst gilt fiir jedes ¢ € ker f wegen den Homomorphismuseigen-
schaften die Gleichung

fla+c) = fla)+ f(c) = f(a) + 0 = f(a).

Somit ist a + ker f € f~!(a). Sei nun b € f~!(a). Dann gilt f(b) = @ und
somit wegen den Homomorphismuseigenschaften auch

fb—a) = f(b) = fla) =a—a = 0.

Somit ist b — a € ker f, also auch b = a 4+ b — a € a + ker f. Damit ist auch
die umgekehrte Inklusion a + ker f D f~1(a) gezeigt. O

Lemma 2.2.5. Sei f: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Set
M = [(my)ier|r ein Untermodul von M. Dann gilt

FOM) = [(f(ma))ier]r

und [(f(m;))ier|r ist ein Untermodul von f(M).
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Beweis. Jedes Element x € M ist eine R-Linearkombination vom Erzeugen-
densystem (m;);cr, das heifit x = Y. ;7 * m; mit 7; € R und nur endlich
vielen r; ungleich 0. Da f ein Homomorphismus ist, gilt also

f)=FO rixmi) =Y rix f(mi).
el el

Somit ist f(M) C [(f(mi))ier]r. Umgekehrt ist wegen der gleichen Homo-
morphismusgleichung auch jedes Element

Zi= Y Tk f(ma) € [(f(ma))ierlm
el
das Bild des Elements @ := Y, 7 * m;. Also ist Z in f(M) C f(M). Insge-

samt wurde also gezeigt, dass f(M) gleich [(f(m;))icr]r und ein Untermodul
von f(M) ist. O

Lemma 2.2.6. Sei f: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Set
N = [(n)ierlr ein Untermodul von f(M) und seien m; € M beliebige
Urbilder der n;, das heifst f(m;) = n; fir jedes i € I. Dann gilt

FHN) = [(my)ier]r + ker f.

Beweis. Jedes Element Z € N ist eine R-Linearkombination vom Erzeugen-
densystem (n;);cr, das heit £ = ), ;r; *n; mit 7; € R und nur endlich
vielen r; ungleich Ogz. Da f ein Homomorphismus ist, gilt also:

f(Zri kM) = Zri x f(m;) = Zri xn; =T
il iel iel
Somit ist Zie ;7i *m; ein Element des Urbilds von Z. Nach Lemma 2.2.4 ist
dann das ganze Urbild von Z gegeben durch ), ;r; x m; + ker f. Es folgt,

dass das Urbild vom Modul [(n;)ier]r durch den Modul [(m;);er|r + ker f
gegeben ist. O

Proposition 2.2.7. Seien M — N — O R-Untermoduln voneinander.
Dann gilt:
O/N = (O/M)/(N/M)

Beweis. Man definiert die folgende Abbildung;:
f:0/M — OJN
[zl = 2l

Die Abbildung f ist wohldefiniert, da fiir z,y € [z],; auchx —y € M C N
gilt und somit x,y € [z]y. Sie ist auerdem ein Homomorphismus, da fir
z,y € O, r € R die folgenden Gleichungen gelten:

foly + W) = e +yly) =le+yly = [y + by
flrlaly) = f(rxzly) =lrxaly = rxfzly

15



Sei to/pr : O — O/M der kanonische Homomorphismus in den Faktormodul.
Sei zunéchst f([z],,) = 0o n. Dann gilt [z]y = 0p/n und somit z — 0 € N.
Also ist [z]y, € to/m(N). Ist umgekehrt [z];, € to/n(N), so ist € N
und somit f([z],,) = [z]y = Op/n. Somit gilt ker f = 1o/3/(N). Nach der
Definition der Faktormoduln ist aber 1o/ (N) = N/M. Also ist der Kern
des Homomorphismus f gegeben durch N/M. Das Bild von f ist ganz O/N,
da jedes Element [z], das Bild von [z],, unter f ist. Nach Proposition
2.2.3 gilt (O/M)/ker f = f(O/M) und somit (O/M)/(N/M) = O/N wie
behauptet. ]

Proposition 2.2.8. Seien M — N — O R-Untermoduln voneinander mit
(O:N)<oound (N : M) < oo. Dann gilt

(O:M)=(0O:N)x(N:M).

Beweis. Sei O der Faktormodul O/M und N der Faktormodul N/M. Nach
Proposition 2.2.7 gilt dann

(O:N)=(0/M:N/M)=|(0/M)/(N/M)|=|0/N|=(O:N)

Da der Index o := (O : N) = (O : N) (und somit die Anzahl der Elemen-
te im Faktorring O/N) nach Voraussetzung endlich ist, bildet der kanoni-
sche Homomorphismus 7 : O — O/N die Elemente von O auf o verschiedene
Aquivalenzklassen bezichungsweise Elemente im Faktormodul ab. Ist [a] eine
beliebige Aquivalenzklasse im Faktormodul und a € O ein Urbild von dieser
Aquivalenzklasse, so ist a+ N das gesamte Urbild der Aquivalenzklasse (ver-
gleiche Lemma 2.2.4). Somit ist das Urbild jeder Aquivalenzklasse isomorph
zu N, enthilt also nach der Definition des Index n := |[N| = (N : M) < oo
Elemente. Die Urbilder der Aquivalenzklassen sind zueinander disjunkt und
ergeben zusammen den ganzen Faktormodul O. Also besteht O aus o * n
Elementen. Gleichzeitig gilt aber auch |O| = (O : M). Insgesamt folgt also:

(O:M)=10]=0%xn=(0:N)*|N|=(0:N)x(N:M)
O

Bemerkung 2.2.9. Man kann auch (O : M) < oo als Voraussetzung neh-
men. Der Faktormodul N/M ist dann ein Untermodul vom endlichen Fak-
tormodul O/M wund hat somit ebenfalls eine endliche Zahl an Elementen.
Der Faktormodul O/N hat mindestens genauso grofie Aquivalenzklassen wie
O/M, kann also hichstens so viele Aquivalenzklassen wie O/M haben, also
eine endliche Zahl. Dadurch sind die Indizes (O : N) und (N : M) ebenfalls
endlich.

Proposition 2.2.10. Sei f : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln.
Dann induziert f eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M, die den
Kern von f enthalten und den Untermoduln von f(M).
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Beweis. Sei g die Abbildung, die jedem Untermodul M D ker f von M das
Bild f(M) C f(M) zuordnet und g die Abbildung, die jedem Untermodul
N von f(M) das Urbild f~'(N) zuordnet. Um die Behauptung zu zeigen,
miissen die folgenden vier Aussagen bewiesen werden:

1.
2.

3.

4.

Das Bild g(M) ist ein Untermodul von f(M).

Das Bild g(N) ist ein Untermodul von M, der den Kern von f enthélt.

Es gilt g(g(M)) = M fiir alle Untermoduln M von M, die ker f ent-
halten.

Es gilt g(g(N)) = N fiir alle Untermoduln N von f(M).

Durch diese vier Aussagen ist dann gezeigt, dass die Abbildungen g und g
zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der Untermoduln von
M die ker f enthalten und der Menge der Untermoduln von f(M) sind.
Damit ist dann g beziehungsweise g eine geeignete Bijektion.

1.

Nach Lemma 2.2.5 ist das Bild g(M) = f(M) der Untermodul von
f(M), der von den Bildern des Erzeugendensystems von M erzeugt
wird.

. Nach Lemma 2.2.6 ist das Urbild von N = [(n;);es]r der Modul

[(mi)ier|r + ker f, wobei jedes m; ein Element des Urbilds von n; ist.
Man sieht sofort, dass dies ein Untermodul von M ist, der den Kern
enthilt. Man beachte dabei, dass der Kern eines Homomorphismus ein
Untermodul von M ist und die Summe von zwei Untermoduln wieder
ein Untermodul ist.

Sei M = [(m;)icr|r. Nach Lemma 2.2.5 ist dann

g(M) = f(M) = [(f(mi))ici]r-

Da jedes m; ein Element des Urbilds von f(m;) ist, gilt also nach
Lemma 2.2.6 auch

g([(f(mi)ierlr) = f~H([(F (mi))ier)r) = [(mi)ierlr + ker f.

Insgesamt ist also g(g(]\_Q) =M + ker f und da M den Untermodul
ker f schon enthalt, gilt M + ker f = M und somit die Behauptung.

Sei N = [(n;)icr]r und sei fiir jedes i € I das Element m; € M ein
Element des Urbilds von n; (die m; existieren, da N ein Untermodul
von f(M) ist). Dann gilt nach Lemma 2.2.6 die Gleichung

G(N) = f1(N) = [(ms)ier]r + ker f.
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Sei nun (m;);c7 ein R-Erzeugendensystem des Kerns von f (dieser ist
ein R-Untermodul von M). Dann gilt

M = [(mi)ier]r + ker f = [(mi)ier U (Mi)ierlr

und somit nach Lemma 2.2.5

g(M) = f([(mi)ier U (Ma)ieflr) = [(f (ma))ier U (f(m4))icrlr

Es gilt aber f(m;) = Oy, da die m; Erzeuger des Kerns von f sind,
also gilt

[(f(mi))ier U (f (M))ierlr = [(f(mi))ierlr = [(ni)ierlr = N,

da Oy in [(f(mi))ierlr sowieso schon enthalten ist. Insgesamt gilt also
die behauptete Gleichung g(g(N)) = N.

O]

Proposition 2.2.11. Sei M ein R-Modul, N ein Untermodul von M und
M/N der Faktormodul von M und N. Dann induziert die kanonische In-
klusion v : M — M/N eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M,
die N enthalten und den Untermoduln von M/N. Dabei werden in beide
Richtungen mazximale Untermoduln auf maximale Untermoduln abgebildet.

Beweis. Da ¢ ein Homomorphismus ist, folgt aus Proposition 2.2.10, dass
¢t eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M, die den Kern von ¢
enthalten und den Untermoduln von «(M) induziert. Durch « werden aber
genau die Elemente auf 0,/ abgebildet, die in N sind. Damit ist der Kern
von ¢ gleich N. Auerdem ist ¢ surjektiv, das heifit «(M) = M/N. Somit ist
die eben erwédhnte Bijektion sogar zwischen den Untermoduln von M, die
N enthalten und den Untermoduln von M/N, wie behauptet. Die Bijektion
ist inklusionserhaltend, das heifit aus m C n C M folgt ¢«(m) C ¢(n) C M/N
und ebenso fiir die Umkehrfunktion (die den Moduln ihre Urbilder beziiglich
¢ zuordnet). Somit bildet die Bijektion auch maximale Untermoduln auf
maximale Untermoduln ab (da in M genau dann Moduln zwischen m und M
existieren, wenn in M /N Moduln zwischen +(m) und M /N existieren). [J

Proposition 2.2.12. Sei N ein Untermodul von einem R-Modul M. Dann
ist M/N genau dann einfach, wenn N mazimal ist.

Beweis. Nach Proposition 2.2.11 induziert die Inklusion ¢ : M — M /N eine
Bijektion zwischen der Menge von Moduln N := {N | NCNC M} und

der Menge von Moduln N := {]\7 | [0] /v C N c [1]M/N}. N ist genau
dann maximal, wenn die Menge N genau zwei Elemente hat_ (ndmlich N
und M) und M/N ist genau dann einfach, wenn die Menge AN genau zwei

Elemente hat (né@mlich [0]p;/x und [1]p/x). Wegen der Bijektion zwischen
N und A ist also N genau dann maximal, wenn M /N einfach ist. O
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Faktorringe

In diesem Abschnitt werden vor allem zwei wichtige Verwendungen von Fak-
torringen beschrieben. In Proposition 2.2.16 wird gezeigt, dass bestimmte
Eigenschaften von Faktorringen zu bestimmten Eigenschaften des annullier-
ten Ideals korrespondieren. Dies wird in der Arbeit mehrfach benétigt, um
herauszufinden, ob ein Ideal ein Primideal oder sogar ein maximales Ideal
ist. Die Bijektion zwischen bestimmten Idealen in R und Idealen im Faktor-
ring (siehe Proposition 2.2.14 und Proposition 2.2.15) wird spéter bei der
Bestimmung von Primidealen {iber einer bestimmten Primzahl benétigt.

Definition 2.2.13. Sei a C R ein Ideal in R. Durch a ~ b :< a—b € a wird
eine Aquivalenzrelation definiert. Man kann also die Faktormenge R := R [~
bilden. Die Addition und die Multiplikation lassen sich von R direkt auf R
iibertragen:

ti (@) ot
c0 () [axb)

Dadurch bekommt R /a eine Ringstruktur. Man nennt R /a den Faktorring
von R beziiglich a. Andere {ibliche Bezeichnungen fiir die Faktorringe sind
Restklassenringe oder Quotientenringe.

Proposition 2.2.14. Sei R/a der Faktorring von R beziiglich a. Dann in-
duziert die kanonische Inklusion v : R — R/a eine Bijektion zwischen den
Idealen von R, die a enthalten und den Idealen von R/a.

Beweis. Betrachtet man den Ring R als R-Modul {iber sich selbst, so sind
die Ideale vom Ring R genau die Untermoduln vom Modul R. Ebenso sind
die Ideale vom Ring R/a die Untermoduln vom Modul R/a. Aulerdem ist
der Faktorring vom Ring R und dem Ideal a gleichzeitig der Faktormodul
vom Modul R und dem Untermodul a. Die Aussage ergibt sich also sofort
aus der analogen Aussage fiir Faktormoduln und Untermoduln (vergleiche
Proposition 2.2.11). O

Proposition 2.2.15. Die Bijektion aus Proposition 2.2.14 bildet Primideale
auf Primideale ab (in beide Richtungen) und mazimale Ideale auf mazimale
Ideale (in beide Richtungen).

Beweis. Da die maximalen Ideale im Ring R den maximalen Untermoduln
im kanonischen Modul R entsprechen, ergibt sich der zweite Teil der Aussage
direkt aus der entsprechenden Aussage iiber Moduln (vergleiche Proposition
2.2.11). Sei ¢ : R — R/a der kanonische Ringhomomorphismus, der ein
Element auf seine Aquivalenzklasse abbildet. Sei zuniichst p ein Primideal
in R mit a C p und p := «(p) das Bild von p. Seien @, b € R/a Elemente mit
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axb € p. Seien a,b € R mit t(a) = @ und «+(b) = b (diese existieren, da ¢
surjektiv ist). Dann gilt wegen + Homomorphismus auch

t(a*b) =1(a)*u(b) =axbcp.
Sei nun ¢ € p mit ¢(c) = a=* b. Dann gilt
t(axb—c)=1(axd)—i(c) = Og/a,

also a xb—c € a C p. Somit ist auch axb = axb—c+c € p. Dap
ein Primideal ist, gilt also @ € p oder b € p. Also ist a = «(a) € p oder
b= (b) € p und damit p ein Primideal. Sei nun umgekehrt p ein Primideal
in R/a und p := +~1(p) das Urbild von p. Seien a,b € R mit a*b € p. Dann
gilt t(a *b) € p und somit auch ¢(a) % ¢(b) € p. Da p ein Primideal ist, gilt
also t(a) € p oder ((b) € p. Somit ist entweder a oder b im Urbild p von p.
Also ist p ein Primideal. O

Proposition 2.2.16. Sei a ein Ideal von R. Dann gilt:

(i) a ist genau dann ein Primideal, wenn R/a ein Integrititsring ist.

(ii) a ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn R/a ein Kérper ist.

Beweis. Seit: R — R/a der kanonische Homomorphismus vom Ring in den
Faktorring, der jedem Element seine Aquivalenzklasse zuordnet.

(i) Seien zuniichst a ein Primideal, m, 7 Elemente in R /a mit m+n = Og /q.
Es ist zu zeigen, dass entweder m oder n gleich Og/, sein muss. Seien
m,n Elemente in R mit ¢(m) = m und «(n) = n (diese existieren, da ¢
surjektiv ist). Da ¢ ein Homomorphismus von Ringen ist, gilt also

t(m*n)=1(m)*i(n) =mx*n=0g/,.

Da der Kern von ¢ genau das Ideal a ist, gilt also m xn € a, also
muss wegen a Primideal auch m € a oder n € a gelten. Damit gilt
aber auch m = «(m) = Og/q oder 7 = 1(n) = Og/q, also ist R/a ein
Integritdtsring. Sei nun R/a ein Integritétsring. Seien m,n Elemente
in R mit m xn € a. Es ist zu zeigen, dass entweder m oder n in a
liegt. Da ¢ ein Homomorphismus ist und a der Kern von ¢ ist, gilt aber
Or/a = f(m=*n) = f(m)* f(n). Da R/a ein Integrititsring ist, gilt
dann entweder f(m) = Og/q oder f(n) = Og/e. Also ist m € a oder
n € a und a ist ein Primideal.

(ii) Nach Proposition 2.2.14 gibt es eine Bijektion zwischen der Menge von
Idealen N := {b|aCbC R} in R, die a enthalten und der Menge
von Idealen N := {5 | (0)r/a C bC (I)R/a} in R/a. Das Ideal a ist
genau dann maximal, wenn N genau zwei Elemente hat und R/a ist
genau dann ein Kérper, wenn N genau zwei Elemente hat. Durch die
Bijektion zwischen N und N ist also a genau dann ein maximales Ideal,
wenn R/a ein Korper ist.
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2.3 Lokalisierung

Manchmal m&chte man aus einem Ring einen neuen Ring konstruieren, in
dem mehr Elemente invertierbar sind als im Ursprungsring. Dafiir definiert
man die sogenannte Lokalisierung. Dabei achtet man darauf, dass die Um-
wandlung von Elementen im Ursprungsring zu Elementen in der Lokalisie-
rung ein Homomorphismus ist. Dadurch erhélt man mit Hilfe von Erweite-
rung und Kontraktion eine Bijektion zwischen bestimmten Primidealen im
Ursprungsring und der Menge aller Primideale in der Lokalisierung. Auch
die Multiplikation von Idealen wird in der Lokalisierung erhalten, das heifit
man kann entweder zwei Ideale miteinander multiplizieren und dann das
Ideal in die Lokalisierung abbilden oder zuerst die beiden Ideale in die Lo-
kalisierung abbilden und dann miteinander multiplizieren. Da die Lokalisie-
rung weniger (Prim-)Ideale hat als der Ursprungsring, erhélt man dadurch
eine Einschrinkung der Idealarithmetik auf bestimmte Ideale und somit in
bestimmten Féllen eine Vereinfachung von Berechnungen. Eine der bekann-
testen Lokalisierungen ist die Lokalisierung an Primidealen. Es wird spéter
in dieser Arbeit gezeigt, dass man an der Lokalisierung einer Ordnung an ei-
nem Primideal erkennen kann, ob ein Primideal in der Ordnung invertierbar
ist. AuBerdem héingt die Lokalisierung am Primideal mit der Bewertung am
Primideal zusammen, die den Exponenten eines invertierbaren Primideals
in der Primidealzerlegung eines Ideals angibt. Im gesamten Abschnitt sei R
ein kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 2.3.1. Eine Teilmenge S C R\ {0} heifit multiplikativ, wenn
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i)l1esS

ii) Va,be S:axbe S
Man kénnte auch sagen, dass S ein Untermonoid von (R \ {0}, *) ist.
Definition 2.3.2. Sei S C R eine multiplikative Teilmenge. Definiere die
Menge S™'R := (R x S)/~, wobei ~ durch folgende Aquivalenzrelation

gegeben ist:
(a,r) ~ (b,s) = FteS:t(sa—rb)=0

Man nennt S™'R die Lokalisierung von R beziiglich S. Die Aquivalenz-
klasse von (a,r) wird mit % bezeichnet. Aulerdem definiert man zwei Ver-
kniipfungen:

b sa+1b
+ (%7§)’_> rs
ab
* ((7]:72)'_> E



Dadurch erhilt man eine Ringstruktur auf der Lokalisierung.

Beispiel 2.3.3. Da S := (R \ {0}, *x) multiplikativ ist, lidsst sich die Lokali-
sierung k := SR bilden. In k sind dann alle Elemente aufier 0 invertierbar
und k ist somit ein Kérper. Man nennt £ den Quotientenkérper von R.

Bemerkung 2.3.4. Sei SR die Lokalisierung an einer multiplikativen
Teilmenge S. Die Abbildung

t: R — IR
T

—| 8 W

ist ein Ringhomomorphismus. Man kann also Erweiterungen von Idealen in
R und Kontraktionen von Idealen in S™'R betrachten.

Lemma 2.3.5. Jedes Ideal b in SR ist ein erweitertes Ideal. Genauer
gesagt ist b die Erweiterung seiner Kontraktion a := b|g, das heifit es gilt
(STIR)(b|r) = b.

Beweis. Nach den Eigenschaften von Kontraktion und Erweiterung (siehe
Proposition 2.1.7) gilt (S'R)(b|g) C b. Sei umgekehrt ¢ € b mit @ € R
und s € S. Dannista= ¢ =%*7 € bNR und % € S~'R. Somit gilt auch
2 =1yx2ec(S7IR)(b|R). O
Lemma 2.3.6. Sei p ein Primideal in R mit p NS = 0. Dann ist seine
Erweiterung p := (S~'R)p ein Primideal in S™'R.

Beweis. Seien %,% € S7'R mit a,b € R, 5,t € S und 9 % % € p. Dann gilt
b

S x 7 = o xp fiir geeignete c € R, u € S, p € p. Somit ist axb*xu=5xp € p
fir 5= sxtxc€ S und wegen p Primideal und p NS = () gilt a € p oder
bEp.Alsoist%:%*%Eﬁoder%:%*%eﬁ. O
Lemma 2.3.7. Sei p ein Primideal in R mit p NS = (. Dann ist p ein
kontrahiertes Ideal. Genauer gesagt ist p die Kontraktion seiner Erweiterung

p:= (S7'R)p, das heifit es gilt p|r = b.

Beweis. Nach Proposition 2.1.7 gilt p C ((ST'R)p)|r = p|r. Sei umgekehrt
T € p|r, das heiBft z € R und x = % * p fiir geeignete r € R, p € p, s € S.
Dann gilt x x s = 7 x p € p fiir ein geeignetes 7 € .S. Somit ist Z* 5§ = 0 in
R/p. Da p ein Primideal ist, ist nach Proposition 2.2.16 der Ring R/p ein
Integritétsring, also folgt Z = 0 oder s = 0 in R/p und somit = € p oder
s € p. Letzteres ist aber nicht moglich, da p NS = () vorausgesetzt wurde.
Also ist z € p und es folgt p|r C p. O

Korollar 2.3.8. Es gibt eine Bijektion zwischen Primidealen p in R mit
p NS =0 und Primidealen in S™'R.
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Beweis. Nach Lemma 2.3.6 ist die Erweiterung eines Primideals p in R mit
p NS = () ein Primideal. Aulerdem ist nach Lemma 2.1.5 die Kontrak-
tion eines Primideals p in S™'R ein Primideal. Hitte diese Kontraktion
ein gemeinsames Element x mit S, so wire { € p eine Einheit und somit
p = (1)g-1z. Dann wire aber p kein Primideal. Man hat also durch Kontrak-
tion und Erweiterung zwei wohldefinierte Abbildungen zwischen der Menge
der Primideale in R mit p NS = () und der Menge der Primideale in S™'R
gegeben. Diese sind nach Lemma 2.3.5 und Lemma 2.3.7 invers zueinan-

der. O

Beispiel 2.3.9. Sei p ein Primideal in R. Nach der Definition eines Prim-
ideals kann z *y nur dann in p sein, wenn z oder y in p ist. Sind z,y € R\ p,
so ist damit auch zxy € R\ p. Die Menge R \ p ist also multiplikativ. Man
kann also die Lokalisierung (R \ p) 'R bilden.

Definition 2.3.10. Man bezeichnet R, := (R \ p) 'R als Lokalisierung
vom Ring R am Primideal p. Ist a ein Ideal in R, so wird die Erweiterung
Rpa im Folgenden auch als a, notiert.

Proposition 2.3.11. Seip ein Primideal. Dann ¢ibt es eine Bijektion zwi-
schen Primidealen q in 'R mit q C p und Primidealen in Ry.

Beweis. Nach Korollar 2.3.8 gibt es eine Bijektion zwischen Primidealen g
in R mit ¢ NS = () und Primidealen in S~!'R. Hier ist aber S = R \ p und
somit gilt ¢N S = () genau dann wenn q C p gilt. Damit ist die Behauptung
gezeigt,. ]

Definition 2.3.12. Der Ring R heifit lokal, wenn er genau ein maximales
Ideal m hat.

Lemma 2.3.13. Der Ring R ist genau dann lokal, wenn die Menge der
Nicht-Einheiten in R ein Ideal ist. Dieses Ideal ist dann das mazximale Ideal
des lokalen Rings.

Beweis. Zunichst stellt man fest, dass jedes echte Ideal a von R eine Teil-
menge der Nicht-Einheiten ist. Wére ndmlich a € a eine Einheit, so wére
1€ (a)g und somit (1)g C (a)r C a C (1)g. Dann wire aber
a = (1)gr und deshalb a kein echtes Ideal. Ist nun R lokal mit maximalem
Ideal m, a € R eine Nicht-Einheit und a := (a)r # (1) das von a erzeugte
Hauptideal, so ist das Ideal a in einem (dem einzigen) maximalen Ideal m
enthalten und somit insbesondere auch a € m. Damit ist jede Nicht-Einheit
in m und wie vorher bereits festgestellt jede Einheit nicht in m. Somit ist
das maximale Ideal genau die Menge der Nicht-Einheiten in R und diese
bilden somit ein Ideal. Setzt man umgekehrt voraus, dass die Menge der
Nicht-Einheiten ein Ideal in R ist, so ist das Ideal maximal, da alle grofieren
Ideale eine Einheit enthalten und somit gleich (1) sind. Aulerdem enthélt

l=ax*xa"
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die Menge der Nicht-Einheiten nach der Vorbemerkung alle echten Ideale,
also ist sie auch das einzige maximale Ideal. O

Lemma 2.3.14. Sei R, die Lokalisierung von R am Primideal p. Sei

tL: R — Ry
= r

r —

1

der kanonische Ringhomomorphismus von R nach Ry. Dann gilt:
(i) Ist R nullteilerfrei, so ist v injektiv.

(i1) Die Erweiterung p, = Rpp ist das einzige mazimale Ideal in Ry. Somit
ist Ry ein lokaler Ring.

(iii) Fir jedes Ideal a mit a ¢ p gilt ay, = Ry.
(iv) Fir zwet Ideale a, b in R gilt (a*b), = ay * by.

Beweis. (i) Sei § = v(a) = «(b) = % Dann gilt nach der Definition der
Aquivalenzrelation t * (1xa — 1% b) = Og fiir eint € R\ p C R\ {0r}.
Da R nullteilerfrei ist und ¢ # Og ist, gilt also a — b = Og und somit
a=b.

(ii) Sei q ein maximales Ideal in R,,. Dann ist g insbesondere ein Primideal.
Nach Proposition 2.3.11 ist also q := qlg = § N R ein Primideal in R
mit g C p und es gilt q, = q. Da die Erweiterung Teilmengenrelationen
erhélt, gilt also ¢ = qp C pp und somit wegen der Maximalitdt von
q auch g = p,. Da es in einem Ring immer ein maximales Ideal gibt
und (wie eben festgestellt) jedes maximale Ideal gleich py, ist, ist p, das
einzige maximale Ideal in Rj.

(iii) Daa ¢ p gilt, gibt es ein z € (a\p) C (R\p). Somit ist 1z, = T € Rya
und damit Ry = (1r,)r, C ap C Ry. Also gilt die Behauptung.

(iv) Dies folgt direkt aus den allgemeinen Eigenschaften der Erweiterung
(vergleiche Proposition 2.1.7).
[

Lemma 2.3.15. Seien R C T Ringe, p ein Primideal in R und q ein Prim-
ideal in T" mit p = qN R. Dann gilt Ry, C Tj.

Beweis. Sei § € Ry mit a € Rund b € R\ p. Angenommen b wire in g.
Dann wére b auch in ¢ R = p, was ein Widerspruch zu b € R\ p ist. Somit
gitace RCT,be RCT und b ¢ q. Also ist § € T, O
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2.4 Ring- und Korpererweiterungen

In diesem Abschnitt werden einige Sétze {iber Ganzheit und Ringerweiterun-
gen gezeigt, die im Verlauf der Arbeit benotigt werden. Darunter befindet
sich auch ein Satz, dass jede endliche Erweiterung von Q (und somit auch
jeder Zahlkorper) von einem ganzen Element erzeugt wird. Der Beweis die-
ses Satzes wird jedoch nur angedeutet und verwendet dabei mehrere Séitze
aus der Theorie der Korpererweiterungen, die nicht in dieser Arbeit vorkom-
men. Es wird dort aber explizit auf die entsprechenden Sétze in [FS78] und
[Fis11] verwiesen.

Definition 2.4.1. Sei T' | R eine Ringerweiterung. Dann heifit t € T' ganz
iiber R, wenn es ein normiertes Polynom p € R[z] gibt, so dass p(t) = 0 gilt.
Das Polynom p heifit dann Minimalpolynom von ¢t. T' | R heifit ganz,
wenn alle t € T' ganz {iber R sind.

Lemma 2.4.2. Sei T | R eine Ringerweiterung. Sei M ein endlich erzeugter
R-Modul in T. Gilt o x M C M fiir ein o« € T', so ist o ganz tber R.

Beweis. Sei by, ..., b, ein R-Erzeugendensystem von M. Wegen ax M C M
gilt

n
axb, = E a;j * bj
Jj=1

mit Elementen a;; € R. Sei A = (a;;) die von den a;; erzeugte n x n-Matrix.
Dann gilt

bl Z?:l aij * bj Qx b1 b1

Ax|...] = = =ax*|...

by, Z;L:1 nj * bj by by,
Damit ist das Element « ein Eigenwert von A und somit eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms von A (vergleiche [Fis08, Abschnitt 4.2]). Da
A Koeffizienten in R hat, ist das charakteristische Polynom ein normiertes
Polynom mit Koeffizienten in R, also ist « ganz iiber R. O

Lemma 2.4.3. Sei T' | R eine endliche Ringerweiterung. Dann ist jedes
Element o € T ganz tiber R.

Beweis. Da T | R eine endliche Ringerweiterung ist, ist 7" ein endlich er-
zeugter R-Modul in 7. Auflerdem ist T ein Ring, also gilt fiir jedes v € T'
auch o« T C T. Somit ist nach Lemma 2.4.2 das Element « ganz iiber R.
Da « beliebig gewahlt war, ist jedes a € T' ganz {iber R. O

Lemma 2.4.4. Sei T | R eine Ringerweiterung, o € T. Dann ist o genau
dann ganz iber R, wenn der R-Modul

Rla] := {Zzi*ai | mENO,ziER}

1=0
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endlich erzeugt ist.

Beweis. Sei zunéchst a ganz iiber R. Dann gibt es nach Definition ein nor-
miertes Polynom f € R[z], das « als Nullstelle hat. Sei also

fla)=a"+a,_1%a" 1+ ... +arxa+a =0
mit a; € R. Die Gleichung lésst sich umformen zu
o = f(ar,l*of_1+...+a1*a+ao)

Somit lésst sich o als R-Linearkombination von {1, Q... ,a“l} darstellen
und ebenso auch alle " fiir 7 € N. Damit gilt

r—1
Rla] = {ZZZ xa' |z € R} =1, a,...,a" g,
=0

also ist R[a] ein endlich erzeugter R-Modul.

Sei umgekehrt der R-Modul R[a] endlich erzeugt. Dann ist R[a] | R eine
endliche Ringerweiterung. Nach Lemma 2.4.3 ist also jedes Element in R[«]

ganz {iber R, insbesondere « selbst.
O

Lemma 2.4.5. Sei T' | R eine Ringerweiterung und R ein Integrititsring.
Sei o € T\ {07} ganz iber R. Dann ist der Koeffizient ag des Minimalpoly-
noms o () = 2" + a,_1 * "L + ... 4+ ag ungleich Og.

Beweis. Angenommen ag = 0g. Wire r = 1, so wiirde p, = = und somit
a = pq(a) = 0 folgen, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Sei also
r > 1. Dann folgt

:):r+ar_1*ac7”_1+...+ao:x*(x’"_l—l—ar_l*:n’”_Q—i—...—i—al) =z * f(x)

Da aber R nullteilerfrei ist, ist auch R[z] nullteilerfrei. Also ist wegen o # Op
und a % f(a) = po(a) = 0p auch f(a) = Op. Somit ist f ein normiertes
Polynom mit Koeffizienten in R, das « als Nullstelle hat mit einem kleineren
Grad als p,. Dies ist aber ein Widerspruch, da p, das Minimalpolynom von
« iiber R ist. Somit war die Annahme ag = Ogr falsch und es folgt die
Behauptung. O

Lemma 2.4.6. Sei k ein Korper, A eine kommutative, nullteilerfreie, uni-
tire k-Algebra, in der jedes Element ganz tber k ist. Dann ist A ein Korper.

Beweis. Da A nach den Voraussetzungen bereits ein Ring ist, ist nur noch zu
zeigen, dass jedes Element in A\ {04} invertierbar ist. Sei also a € A\ {04}.
Da a ganz ist, existiert das Minimalpolynom

bo =2 +ar_1x2" L4+ +ag
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von a. Da k als Korper ein Integritétsring ist, folgt nach Lemma 2.4.5, dass
ag # 0p gilt. Somit ist ag in k invertierbar und es folgt

1

pa(a) xagt =ax ("' far_yxa"E 4 Fay)kagt +1=0.

Lost man die Gleichung nach der 1 auf, ergibt sich
a * (ar_l tap_ ka4 ..+ ap) * (—aal) - 1.

Somit ist (a" ! 4+ ap_1 xa” 2+ ...+ a1) ¥ (—ag') € A ein Inverses zu a.
Da a # 04 beliebig gewihlt war, hat A fiir jedes Element a € A\ {04} ein
Inverses und ist somit ein Korper. O

Definition 2.4.7. Sei L | K eine Korpererweiterung. Dann heifit [ € L
algebraisch iiber K, wenn es ein Polynom p € K[x] gibt, so dass p(l) =0
gilt. L | K heifit algebraisch, wenn alle [ € L algebraisch tiber K sind. Der
(Erweiterungs-)Grad dimg (L) := [L: K] von L | K ist die Dimension
von L als K-Vektorraum.

Bemerkung 2.4.8. Sei L | K eine Kérpererweiterung und | € L alge-

braisch. Dann gibt es genau ein normiertes Polynom minimalen Grades in
K|[z], das 1 als Nullstelle hat.

Beweis. Existenz: Da [ algebraisch ist, gibt es mindestens ein f € K[z] mit
f(1) = 0, somit gibt es auch ein solches Polynom mit minimalem Grad. Da
K ein Korper ist, ldsst sich das Polynom normieren, indem man durch den
fiihrenden Koeffizienten teilt. Dieses normierte Polynom hat dann immer
noch minimalen Grad und [ ist von diesem Polynom ebenfalls eine Nullstelle.

Eindeutigkeit: Seien f, f’ € K|x] zwei normierte Polynome minimalen Gra-
des mit f(I) =0 = f'(l). Dann ist g = f — f’ ebenfalls ein Polynom in K|[z]
mit Nullstelle I. Da f und f’ normiert waren, hat g einen kleineren Grad als
f und f’, muss also wegen der Minimalitit das Nullpolynom sein. Somit ist
f=1r.

O

Definition 2.4.9. Man nennt das eindeutige normierte Polynom aus der
Bemerkung auch das Minimalpolynom ; von [.

Theorem 2.4.10. Sei K eine endliche Erweiterung von Q. Dann wird K
von einem Element erzeugt, das heifit es gibt ein « € K mit K = Q(«).
Dieses Element ist algebraisch iber Q und es gilt Q(a) = Q[a].

Beweis. Der Beweis dieses Satzes verwendet einige Sétze aus der Theorie
der Koérpererweiterungen. Diese werden hier nicht bewiesen, aber es wird
auf entsprechende Beweise in der Literatur verwiesen. Nach dem Satz vom
primitiven Element [Fis11, S.294] hat jede endliche Erweiterung von einem
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Korper k mit Charakteristik 0 ein primitives Element, das heifit ein Element
a mit K = k(). Da Q die Charakteristik 0 hat, gilt also K = Q(«) fiir ein
geeignetes Element . Da K eine endliche (und somit algebraische) Erwei-
terung iiber Q ist (siehe [Fisll, S. 259)), ist also insbesondere das Element
a € K algebraisch iiber Q. Auflerdem gilt fiir jedes algebraische Element «
iiber Q auch Qo] = Q(«) (siehe [Fisll, S.253]). O

Bemerkung 2.4.11. In der Literatur wird der Satz vom primitiven Element
héufig in einer anderen Version formuliert (vergleiche zum Beispiel [FST8,
Satz 4.2.3.]). Diese besagt, dass jede endliche separable Kdérpererweiterung
ein primitives Element enthdlt. Jeder Korper k mit Charakteristik 0 ist voll-
kommen (siehe [Fisll, S.286] oder [FS78, Korollar 3.4.8.]), das heifst jedes
Polynom in k[x] ist separabel. Somit ist jede endliche Erweiterung von einem
Korper mit Charakteristik 0 eine endliche separable Kérpererweiterung. Al-
so ist der Satz vom primitiven Element in [Fisll] ein Spezialfall des Satzes
in [FS78].

Korollar 2.4.12. Sei K eine endliche Erweiterung von Q. Dann gibt es ein
iiber Z ganzes Element v € K mit K = Ql].

Beweis. Nach Theorem 2.4.10 gibt es ein iiber Q algebraisches Element «
mit K = Q[a]. Da « algebraisch ist, gibt es also ag, ..., ar_1,S0,...,S—1 € Z
mit
O:o/—l—@*a’ul—i—...—i—ﬂ*a—i—@
Sr—1 S1 S0
Durch Multiplikation mit der r-ten Potenz des Hauptnenners s von den s;
erhélt man

Ar_1 _ _ al _ a
0=s"*xa" + xslxs lxa 4+, +=xsTxslxal + —xs".
Sr—1 S1 50
Da s als Hauptnenner der s; definiert war, sind alle z,._; := % * s fur

rT—1

i€ {l,...,r} in Z und somit liefert
0= (s*a) +z_1*x(sxa) L+ . . Fz%(sxa) +2

ein normiertes Polynom mit Koeffizienten in Z und Nullstelle s % ov. Somit
ist s * v ganz iiber Z. Auflerdem gilt wegen s € Z auch Q[s * o] = Q[a] = K
und damit ist v := s * « ein iiber Z ganzes Element, das K erzeugt. O

2.5 Euklidischer Algorithmus

In diesem Abschnitt wird der Euklidische Algorithmus vorgestellt, mit dem
man den grofiten gemeinsamen Teiler von Elementen eines euklidischen
Rings berechnen kann. Eine Abwandlung des Euklidischen Algorithmus wird

28



bendétigt, um die Hermite-Normalform beziehungsweise die Smith-Normal-
form in einem spéteren Abschnitt zu berechnen. Da Hermite-Normalform
und Smith-Normalform in einigen Algorithmen eine wichtige Rolle spielen,
wird der Euklidische Algorithmus in diesem Abschnitt wiederholt, obwohl er
vermutlich den meisten Lesern bereits bekannt ist. Im ganzen Abschnitt sei
(Re, N) ein euklidischer Ring Re mit Normfunktion N : R \ {0z.} — No.

Theorem 2.5.1. Seien a,b € R.. Dann existiert ein grifiter gemeinsamer
Teiler von a und b. Durch den Euklidischen Algorithmus kann man einen
grofiten gemeinsamen Teiler von a und b bestimmen:

1. Falls N(a) < N(b) gilt, vertausche a und b.
2. Setze xg :=a, yo:=0b, 1 :=0;

3. Berechne die Division x;/y; mit Rest r;, das heifit x; = q; * y; +1; mit
entweder r; = 0 oder N(r;) < N(y;).

4. Ist r; = 0, so gib y; zuriick. Ansonsten setze zundchst ;11 := y; und
Yit1 := 1; und danach i := i+ 1 und gehe zu Schritt 3).

Beweis. Sei g ein gemeinsamer Teiler von x; und y; in Schritt 3). Dann
ist x; = g*x T und y; = g * gy fiir geeignete T,y € R.. Berechnet man
nun die Division x; = ¢; * y; + r;, so ergibt sich g x T = ¢; x g x § + 14, also
r; = g% (T —¢q;*y). Somit ist g ein Teiler von r;. Auflerdem ist wegen y; = g*y
auch g ein Teiler von y;. Setzt man nun also x;4+1 und y;41 auf y; und r;, so
ist g auch ein gemeinsamer Teiler von z;+; und y;4;. Falls der Algorithmus
terminiert, so ergibt sich bei der letzten Division x; = g * yg. Somit ist
yr ein gemeinsamer Teiler von z; und y. Auflerdem ist jeder gemeinsame
Teiler von a und b nach dem Algorithmus auch ein gemeinsamer Teiler von
x; und y; fiir alle i € {0, ..., k}, also insbesondere ein Teiler von yi. Damit
ist yx ein groBiter gemeinsamer Teiler von a und b. Es bleibt zu zeigen, dass
der Algorithmus terminiert. Nach Schritt 1 gilt N(b) < N(a) und somit
im ersten Schritt N(yp) < N(zg). Solange r; nicht 0 wird, gilt wegen der
Eigenschaft der Division mit Rest die Ungleichung N (r;) < N(y;) und somit
auch im néchsten Schritt N(y;+1) < N(zi+1). Wegen z;41 = y; gilt also

N($0)>N(y0)=N(131)>>N(y,_1):N($Z)>N(yl):N(JL‘Z+1)>

Wiirde der Algorithmus nicht terminieren, so wiirde man durch die N(y;)
eine unendliche streng monoton absteigende Kette von natiirlichen Zahlen
bekommen, was nicht moglich ist. Somit muss der Algorithmus terminieren.

O]

Bemerkung 2.5.2. Wenn man den grifiten gemeinsamen Teiler einer end-
lichen Menge aq, ..., a, von Ringelementen berechnen will, dann kann man
einen dhnlichen Algorithmus verwenden. Die Schritte kénnen dann folgen-
dermafen beschrieben werden:
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1. Falls Elemente ungleich 0 mit geringerer Norm als a1 in as,...,ay
vorkommen, wdhle eines von ihnen aus und vertausche es mit a.

2. Berechne die Divisionen mit Rest von beliebig vielen Elementen in
a9, ...,an mit Divisor a1 und ersetze die entsprechenden a; durch die
Reste der entsprechenden Divisionen. Dabei muss dafiir gesorgt wer-
den, dass sich mindestens ein a; dndert, da ansonsten der Algorithmus
nicht unbedingt terminiert.

3. Falls alle Elemente as,...,a, gleich 0 sind, so ist a1 der grifite ge-
meinsame Teiler von den urspringlichen a;.

Beweis. Der Beweis fiir diesen Algorithmus ist #hnlich zum Beweis des nor-
malen Euklidischen Algorithmus. Die wichtigsten Schritte im Beweis sind,
dass grofite gemeinsame Teiler von den aq,...,a, erhalten bleiben und in
jedem Schritt mindestens ein Element mit geringerer Norm als a1 entsteht.
Dieses wird dann im n#chsten Schritt mit a; ausgetauscht, so dass die Norm
von a1 immer echt kleiner wird. Dadurch muss der Algorithmus terminieren
und das letzte Element ungleich 0 muss dann der gréfite gemeinsame Teiler
sein. 0

Proposition 2.5.3. Seien a,b € R.. Dann gibt es Elemente s,t € R, mit
axs+bxt=ggT(a,b).

Beweis. Berechnet man den groffiten gemeinsamen Teiler von a und b mit
dem Euklidischen Algorithmus, so muss man dabei immer Divisionen der
Form x; = ¢; *x y; + r; ausfithren. Dadurch bekommt man in jedem Schritt
eine Darstellung r; = x; — ¢; xy; des Restes r; durch Dividend x; und Divisor
y;. Wegen x; = y;—1 und y; = r;_1 ergibt sich dann

o= T — Q%Y = Yiol — G ¥ i1 = Yio1 — ¢ * (Time1 — Gi—1 * Yi—1)
= qi*xTi-1+ (1 —qi*xqi—1) *yi1 = ¢ *yi—a+ (1 —qi % qim1) * 752

Auf diese Weise erhilt man nach ¢ Schritten eine Darstellung von r; als
Re-Linearkombination von zg = a und yp = b. In der letzten Division
des Euklidischen Algorithmus gilt zx = qx * yx = g * ggT(a,b) und so-
mit ggT(a,b) = yp = r—1. Somit ist der grofite gemeinsame Teiler wie alle
anderen 7; im Euklidischen Algorithmus eine Re-Linearkombination von a
und b. O

Definition 2.5.4. Man nennt den Algorithmus zur Bestimmung der Ele-
mente s,t auch Erweiterter Euklidischer Algorithmus. Dieser wird hier
nicht explizit angegeben, wurde aber im Beweis zu Proposition 2.5.3 ange-
deutet. Im Fall R, = Z ist die Proposition 2.5.3 auch als Lemma von
Bézout bekannt.
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2.6 Chinesischer Restsatz

In diesem Abschnitt wird der Chinesische Restsatz bewiesen. Dieser be-
schreibt einen Isomorphismus, mit dem man in vielen Féllen einen vorge-
gebenen Faktorring als Produkt von Faktorringen mit einfacherer Struktur
beschreiben kann. In dieser Arbeit wird er verwendet, um einen Zusam-
menhang zwischen dem Index (O : O) der Maximalordnung O iiber ei-
ner Ordnung O und der Invertierbarkeit von Primidealen iiber bestimmten
Primzahlen herzustellen.

Definition 2.6.1. Sei R ein Ring und a, b zwei Ideale in R. a und b heiflen
teilerfremd, falls a + b = (1)p gilt. Man sagt in diesem Fall auch a ist
teilerfremd zu b.

Lemma 2.6.2. Sei R ein Ring, ai,as,b Ideale in R. Dann gilt:
(i) ay teilerfremd zu ag = a; *x ag = a; Nag
(ii) a1 und ay jeweils teilerfremd zu b = ay x ag teilerfremd zu b

Beweis. (i) Die Inklusionen aj * az C a; sind aus den allgemeinen Idealei-
genschaften bekannt. Somit ist auch aj * as C a3 N as. Sei umgekehrt
x € a; Nag. Da a; teilerfremd zu as ist, gilt a; +as = (1)g. Somit gibt
es Elemente a; € ai,a9 € as mit a; + a2 = 1. Dann gilt

le*a::(a1+a2)*x:al*x+a2*x:a1*x+x*a2

Da z sowohl in a; als auch in as liegt, folgt a1 * x, x * as € ay * as und
somit auch x € ay % ag. Damit ist die Behauptung gezeigt.

(ii) Sind a; und ay teilerfremd zu b, so gilt a; + b = (1)p. Damit gilt

(1)@:(1)%: (al—i—b)*(ag—l—b)
= ar*xap+a;xb+bxax+bxb
= a;*xaz+bx(ag+as+0b)
C ajp*xas+Db

Somit muss (1)p = aj * ag + b gelten, also ist a; * ag teilerfremd zu b.
O

Bemerkung 2.6.3. Die Aussagen lassen sich durch vollstindige Induktion
direkt verallgemeinern zu:

(i’) ai,...,a, paarweise teilerfremd = [[;—; a; = )iy &
(ii’) ai,...,a, jeweils teilerfremd zu b = [}, a; teilerfremd zu b

Lemma 2.6.4. Sei R ein Ring, p # q € Z Primzahlen. Dann ist (p* 1g)r
teilerfremd zu (q* 1g)g, wobei zxr mit z € Z und r € R definiert ist durch
zxr =y r€R.
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Beweis. Da p und ¢ Primzahlen sind, ist der grofite gemeinsame Teiler von p
und ¢ in Z gleich 17. Somit gibt es nach Proposition 2.5.3 Elemente a,b € Z
mit a *p+ b*xqg=17. Es gilt dann

(@x1g)* (p*1g) + (bx1r) *x (¢*1r) = (a*xp+b*xq)x1g =1z x 1p = 1R,

Dabeiist (ax1gr)*(px1g) € (px1g)g und (bx1R)x(qx1R) € (g*x1gr)g. Also
ist die Einheit 1z in (px1g)r+(¢*1r)r. Dann muss aber (px1g)r+(q¢*1r)r
das Einheitsideal in R sein, also gilt (p* 1g)r + (¢ * 1g)r = (1g)r und die
beiden Ideale sind teilerfremd. O

Theorem 2.6.5 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Ring, ai,...,a, paar-
weise teilerfremde Ideale in R, a := [[;_, a;. Dann ist R/a isomorph zu

D R/ai.
Beweis. Da n endlich ist, entspricht die direkte Summe € ; R/a; dem
direkten Produkt []"" ; R/a;. Man definiert sich die folgende Abbildung:

f:R = [[R/a
=1
T [w]az

Da jede der Abbildungen f; : R — R/a; ein Homomorphismus ist, ist auch
f ein Homomorphismus. Der Kern von jedem f; ist gegeben durch a;, also
ist der Kern von f gleich dem Durchschnitt der a;. Da die a; paarweise
teilerfremd sind, ist wegen Bemerkung 2.6.3 der Durchschnitt der a; gleich
dem Produkt der a;. Also ist der Kern von f gleich a. Nach Proposition
2.2.3 ist also R/a = R/ker f = f(R). Es ist also nur noch zu zeigen, dass f
surjektiv ist. Dies ldsst sich durch Induktion {iber n zeigen. Fiir n = 1 ist
die Aussage trivial. Sei nun n = 2 und ([z1],,, [2],,) ein beliebiges Element
in R/a; x R/as. Da a; und as teilerfremd zueinander sind, gibt es Elemente
a1 € a; und ag € as mit a1 + ag = 1. Setzt man nun x = x1 * as + To * aq,
so ergibt sich

[x]al = [z1 % ag + x2 *al]al =[r1*%(lg —a1) + 2 *al]al = [ajl]al

und analog dazu auch [z],, = [z2],,. Somit ist f(z) = ([z1],,[72],,), also
J surjektiv fiir n = 2. Sei nun n > 2 und es gelte als Induktionsannahme
f:R— H?;ll R/a; surjektiv. Sei ([ziq,)ief1,..n} € [T;~, R/a;. Nach der
Induktionsannahme gibt es dann ein y € R mit f(y) = ([xj]aj)je{l,...,nfl}-
Wegen Bemerkung 2.6.3 folgt aus a; teilerfremd zu a,, fur j € {1,...,n — 1}
auch H?;ll aj = ﬂ;‘;ll a; teilerfremd zu a,. Somit gibt es Elemente a €
ﬂ?;llaj und b € a, mit a + b = 1. Setzt man nun x := y x b + x, * a, so
ergibt sich fiir alle j € {1,...,n —1}:

(2], = [yxbtanxaly =[yx(r—a)+znxal, =y, =[x,
(2], = lyxbtznxal, =[yxb+zn*(lr-0), = [z,
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Somit ist das Bild von x das gewiinschte Element und f ist surjektiv. Damit
ist die Behauptung gezeigt. O

2.7 Spezielle Matrizen

In diesem Abschnitt werden die Zeilenstufenform, die Hermite-Normalform
und die Smith-Normalform von Matrizen vorgestellt. Sowohl die Hermite-
Normalform als auch die Smith-Normalform sind spezielle Zeilenstufenfor-
men. Die Hermite-Normalform wird in dieser Arbeit dafiir verwendet, um
aus einem Erzeugendensystems eines Zahlkérpermoduls eine eindeutige Z-
Basis des Moduls zu bestimmen. Dadurch vereinfachen sich viele algorith-
mische Berechnungen mit Moduln. Mit Hilfe der Smith-Normalform kann
man den Index eines Faktormoduls berechnen (vergleiche Abschnitt 2.8.2).
Wie bereits in der Einleitung zu Abschnitt 2.2 beschrieben, ist der Index
sowohl bei der Idealzerlegung als auch bei der Invertierbarkeit von Prim-
idealen wichtig. Im ganzen Abschnitt sei (Re, N) ein euklidischer Ring R,
mit Normfunktion N : Re \ {Or.} — Np. AuBlerdem sei Rep(Re) ein Re-
priasentantensystem von R, beziiglich Assoziiertheit und fiir jedes a € Re
ein Reprasentantensystem Rep(Re/(a)r,) fiir den Faktorring Re/(a)r, ge-
geben.

2.7.1 Zeilenstufenform

Definition 2.7.1. Sei A = (a;;) eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in
Re. Eine Zeile beziehungsweise Spalte, in der jeder Koeffizient gleich Oz,
ist, heifit Nullzeile beziehungsweise Nullspalte. Definiere

(A 0 falls Zeile ¢ Nullzeile
S; =
min{j € {1,...,n} | aj; # Og.} falls Zeile i keine Nullzeile
1(A) = 0 falls Spalte j Nullspalte
P I max{i e {1,...,m} | a;j # 0g.} falls Spalte j keine Nullspalte

Dann ist s;(A) der Spaltenindex des ersten Elements ungleich O, in der
Zeile ¢ und wird deshalb im Folgenden i-ter Zeilenanfang genannt. Der
Wert t;(A) ist hingegen der Zeilenindex des letzten Elements ungleich Oz,
in der Spalte j und wird deshalb als j-tes Spaltenende bezeichnet.

Definition 2.7.2. Sei A = (a;;) eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in R..
Dann ist A in Zeilenstufenform, wenn es ein 0 < r < m gibt, so dass die
Zeilenanfinge bis Zeile » monoton aufsteigend sind und danach nur noch
Nullzeilen vorkommen, das heift es gilt

s1(A4) < s2(4) < ... < sp(A4)
Sr+1(A) = sp12(A) = ... =sm(A) =0
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Die Spalten mit den Indizes si(A),...s,(A) werden dann im Folgenden als
Stufenspalten bezeichnet und die Elemente a;,,(4) = At (a)(A)si(A) als Stu-
fenelemente. Jedes Stufenelement ist somit das erste Element ungleich 0 in
seiner Zeile und gleichzeitig das letzte Element ungleich 0 in seiner Spalte.

Proposition 2.7.3. Jede m x n-Matriz A mit Koeffizienten in R, kann mit
elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform gebracht werden.

Beweis. Zunichst stellt man fest, dass bei allen elementaren Zeilenumfor-
mungen die j-te Spalte der neuen Matrix nur von der j-ten Spalte der alten
Matrix und von der Zeilenumformung abhingt. Betrachtet man sich also
nur eine Spalte der Matrix, so entsprechen die elementaren Zeilenumfor-
mungen einfach Vertauschung von zwei Elementen der Spalte, Addition von
einem Element der Spalte zu einem anderen Element und Multiplikation
eines Elements der Spalte mit einer Einheit. Man kann also eine Variante
des Euklidischen Algorithmus (vergleiche Bemerkung 2.5.2) auf eine Spalte
(oder einen Teil davon) anwenden, um alle Elemente bis auf eines auf 0 zu
bringen. Das letzte Element ungleich 0 ist dann der grofite gemeinsame Tei-
ler von den urspriinglichen Elementen in der Spalte (beziehungsweise dem
betrachteten Teil der Spalte). Damit die Zeilenanfinge aufsteigend werden,
betrachtet man zuerst die erste Spalte i1, die keine Nullspalte ist. In dieser
Spalte wendet man nun den Euklidischen Algorithmus an, um alle Elemente
bis auf das Element in der ersten Zeile auf 0 zu bringen. Dabei verwendet
man aber anstatt der iiblichen Vertauschungen von Elementen und Additi-
on von Elementen die entsprechenden Zeilenumformungen. Die Spalten mit
Spaltenindex kleiner als 47 sind Nullspalten, werden also durch die Opera-
tionen nicht verdndert. Die erste Zeile ist nun schon in der Form, die fiir die
Zeilenstufenform gebraucht wird. Bei den zukiinftigen Operationen sollen
somit keine Zeilenumformungen mehr vorkommen, die mit der ersten Zeile
zu tun haben. Man betrachtet sich also nur noch die Teilmatrix, bei der die
erste Zeile fehlt und wendet den Algorithmus iterativ weiter an. Dabei ist
zu beachten, dass in der neuen Matrix alle Spalten mit Spaltenindex kleiner
gleich i1 Nullspalten sind. Fiir die Spalten kleiner ¢; ist dies klar, da diese
auch mit der ersten Zeile Nullspalten sind. In der Spalte ¢; ist nach dem Eu-
klidischen Algorithmus nur noch das erste Element ungleich 0, aber dieses
wird ja zusammen mit der ersten Zeilen entfernt. Somit ist klar, dass bei
der iterativen Anwendung des obigen Algorithmus auf die Teilmatrizen die
Zeilenanfinge streng monoton grofler werden. Insgesamt erhélt man durch
dieses Vorgehen eine Zeilenstufenform. ]

Bemerkung 2.7.4. Da bei der Berechnung der Hermite-Normalform zu-
ndchst auch die Zeilenstufenform berechnet wird, ist das Beispiel 4.5.2 fiir
das Berechnen der Hermite-Normalform gleichzeitig auch ein Beispiel fiir
das Berechnen der Zeilenstufenform. Die letzten beiden Matrizen in diesem
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Beispiel sind aber nur fiir die Hermite-Normalform ndétig und gehdéren somit
nicht zum Berechnen der Zeilenstufenform.

Proposition 2.7.5. Sei U eine invertierbare n X n-Matriz mit Koeffizienten
m Re. Dann ist U ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass man U durch elementare Zeilenumformun-
gen zur Einheitsmatrix umwandeln kann, da elementare Zeilenumformun-
gen durch Multiplikation mit einer Elementarmatrix ausgefithrt werden und
es zu jeder Elementarmatrix eine inverse Elementarmatrix gibt. Zunéchst
kann man U nach Proposition 2.7.3 mit elementaren Zeilenumformungen
in Zeilenstufenform Z bringen und wegen U invertierbar ist dann auch Z
invertierbar. Somit hat Z den Zeilenrang n und es gilt det Z € R.*. Da-
mit ist Z eine obere Dreiecksmatrix mit Einheiten als Diagonalelemente.
Durch Multiplikation der Zeilen mit entsprechenden Einheiten kann man
die Diagonalelemente auf 1z_ bringen. Danach kann man alle Elemente z;y,
mit ¢+ < n auf Og, bringen, indem man das z;,-fache der n-ten Zeile von
der i-ten Zeile abzieht. Sobald alle Elemente der letzten Spalte O, sind (bis
auf das Diagonalelement), kann man alle Elemente z;,,—1 mit i < n — 1 auf
OR, bringen, indem man das z; ,—1-fache der n — 1-ten Zeile von der i-ten
Zeile abzieht. Dabei bleiben die Nullen der letzten Spalte und die Diagonal-
elemente erhalten. Dieses Verfahren kann man dann schrittweise fiir immer
kleinere Spalten ausfithren, bis die Matrix am Ende in Diagonalform ist.
Da die Diagonalelemente alle 1z, sind, ist die Matrix dann die Einheitsma-
trix. Dabei wurden im ganzen Verfahren nur elementare Zeilenumformungen
angewendet, also ist U ein Produkt von Elementarmatrizen. ]

Definition 2.7.6. Sei A eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in R, und m
der Modul in RZ, der von den Zeilen von A erzeugt wird. Dann wird m im
Folgenden als Zeilenmodul von A bezeichnet.

Proposition 2.7.7. Elementare Zeilenumformungen dndern den Zeilenmo-
dul einer Matriz nicht.

Beweis. Sei A die urspriingliche Matrix mit Zeilen z; und A eine Matrix
mit Zeilen z;, die aus A durch eine elementare Zeilenumformung entsteht.
Es muss fiir jede elementare Zeilenumformung gezeigt werden, dass der Mo-
dul m erzeugt von den Zeilen z; und der Modul m erzeugt von den Zeilen
Z; gleich sind. Dafiir reicht es zu zeigen, dass jede Zeile von m eine Re-
Linearkombination von Zeilen von m ist und somit m C m gilt. Da jede
elementare Zeilenumformung eine inverse Zeilenumformung hat, gilt dann
auch die Inklusion in die andere Richtung und somit die Gleichheit der Mo-
duln.

Sei zunichst A durch eine Zeilenvertauschung erzeugt. Dann sind die Zeilen
Z; nur eine Permutation der Zeilen z;, also ist jede Zeile leicht als Line-
arkombination der Zeilen des anderen Moduls darstellbar (mit nur einem
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Koeffizienten 1 und den anderen Koeffizienten 0). Somit sind die Moduln m
und m gleich.

Nun sei A durch Multiplikation einer Zeile mit einer Einheit e € R.* ent-
standen. Da schon gezeigt wurde, dass Vertauschungen der Zeilen nichts am
Modul dndern, kann man ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen,
dass z; = e x 21 gilt und ansonsten z; = z; gilt. Damit wurden alle Z; als
Re-Linearkombinationen der z; dargestellt.

Als letztes sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit z; = 21 + r * 22, da
Zeilenvertauschungen schon gezeigt wurden (und fiir alle ¢ # 1 wieder z; =
z;). Dann sind auch in diesem Fall alle Z; als Re-Linearkombinationen der
z; dargestellt.

O

Korollar 2.7.8. Sei A eine m x n-Matriz und U eine invertierbare m X m-
Matriz. Dann erzeugen A und U x A den gleichen Zeilenmodul.

Beweis. Nach Proposition 2.7.5 ist die invertierbare Matrix U ein Produkt
von Elementarmatrizen. Da U von links an A multipliziert wird, entsteht
also U * A aus A durch elementare Zeilenumformungen. Nach Proposition
2.7.7 sind also auch der Zeilenmodul von A und der Zeilenmodul von U x A
gleich. O

Lemma 2.7.9. Sei A eine Matriz und B eine Zeilenstufenform wvon A.
Dann sind die Zeilen (ausgenommen Nullzeilen) von B eine R.-Basis fiir
Zeilenmodul m von A. Insbesondere ist der (Zeilen-)Rang von B gleich dem
Rang des Moduls m.

Beweis. Die Zeilenstufenform entsteht aus A durch elementare Zeilenum-
formungen. Diese veréndern nach Proposition 2.7.7 den Zeilenmodul nicht.
Somit erzeugen die Zeilen z; von B den gleichen Modul wie die Zeilen von
A. Es ist noch zu zeigen, dass die Zeilen von B linear unabhingig sind.
Sei Z;E(IB ) a; * z; eine Re-Linearkombination vom Nullvektor. Dann muss
zunédchst der Koeffizient a; gleich 0 sein, da die s;(B)-te Koordinate in der
ersten Zeile ungleich 0 ist und in allen weiteren Zeilen diese Koordinate
gleich 0 ist (da die Zeilenanfinge streng monoton aufsteigend sind). Somit
gilt schon Zii(QB ) a; * z; = Ogn. Dies lisst sich nun induktiv fiir jede weitere
Zeile fortsetzen, da nun in den verbliebenen Zeilen der Summe der Vektor
zo als einziger einen Wert ungleich 0 in der sy(B)-ten Koordinate hat. Es
werden somit insgesamt alle Koeffizienten gleich 0. Somit gibt es nur die
triviale Linearkombination der Ogn, also sind die Zeilen linear unabhéngig.
Die nicht-Nullzeilen von B sind also eine Basis des Zeilenmoduls von B und
somit eine Basis vom Zeilenmodul m von A. Die Anzahl der nicht-Nullzeilen
von B ist also sowohl die Grofie der Basis von B als auch der Rang der
Matrix B. O
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2.7.2 Hermite-Normalform

Definition 2.7.10. Sei A = (a;j) eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in
Re. Dann heifit die j-te Spalte normiert, wenn sie entweder eine Nullspalte
ist oder eine Stufenspalte, bei der das Stufenelement a := ay,(4); in Rep(Re)
und alle anderen Elemente der Spalte in Rep(R./(a)r,) liegt.

Definition 2.7.11. Eine Matrix A mit Koeffizienten in R, ist in Hermite-
Normalform, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) A ist in Zeilenstufenform
(ii) Die Stufenspalten sind normiert.

Eine Matrix B ist eine Hermite-Normalform einer Matrix A, wenn B in
Hermite-Normalform ist und es eine invertierbare Matrix U mit B = U x A
gibt.

Theorem 2.7.12. Sei A eine Matriz. Dann gibt es eine Hermite-Normal-
form von A.

Beweis. Zunéchst kann man A nach Proposition 2.7.3 durch elementare Zei-
lenumformungen in Zeilenstufenform bringen. Nun muss man nur noch die
Stufenspalten normieren. Dafiir multipliziert man die Zeilen mit entspre-
chenden Einheiten, um die Stufenelemente zu Elementen im Reprisentan-
tensystem von R, umzuwandeln. Dann geht man die Stufenspalten in auf-
steigender Reihenfolge durch und addiert zu jeder Zeile das entsprechende
Vielfache der Zeile des Stufenelements, damit die entsprechenden Elemente
in der Stufenspalte im Reprisentantensystem sind. Dabei werden die Stu-
fenelemente nicht verdndert und wegen der Zeilenstufenform auch die Ele-
mente der hoheren Stufenspalten nicht veréindert. Insgesamt bekommt man
auf diese Weise normierte Stufenspalten und die Behauptung ist gezeigt,
da nur elementare Zeilenumformungen verwendet wurden und somit jeder
Schritt durch Linksmultiplikation von einer (invertierbaren) Elementarma-
trix ausgefithrt werden kann. Multipliziert man also die Elementarmatrizen
der einzelnen Schritte in der richtigen Reihenfolge, so erhélt man eine inver-
tierbare Matrix U, so dass U x A eine Hermite-Normalform ist. [

Bemerkung 2.7.13. Das Verfahren fiir das Berechnen der Hermite-Nor-
malform wird in Algorithmus 4.3.1 nochmal genauer definiert und dann an
einem Beispiel durchgefiihrt.

Theorem 2.7.14. Die Zeilen von zwei verschiedenen Hermite-Normalfor-
men H, H erzeugen unterschiedliche R.-Moduln in R?.

Beweis. Es werden die folgenden Fille iiberpriift:

1. H und H haben unterschiedlichen Rang.
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2. Rang ist gleich, aber Zeilenanféinge sind verschieden.

3. Zeilenanfange und Rang sind gleich, aber Stufenelemente sind verschie-
den.

4. Stufenelemente, Zeilenanfinge und Rang sind gleich, aber ein anderes
Element ist verschieden.

Dies deckt alle Fille ab, in denen H und H nicht gleich sind. Es ist jeweils
zu zeigen, dass der Zeilenmodul von H nicht gleich dem Zeilenmodul von H
ist.

1. Da H und H in Zeilenstufenform sind, haben die Zeilenmoduln von H
und H nach Lemma 2.7.9 den gleichen Rang wie die Matrizen H und
H. Somit haben die Zeilenmoduln unterschiedliche Ringe, sind also

verschieden.
2. Sei m der Rang von H und H, z,...,2y, die Zeilen von H und
Z1,...,2m die Zeilen von H. Es sei w; : Z" — Z; := Z die Projektion

auf die i-te Koordinate und
fi=m x o X T (H) /A A A/ XZS¢0(H)

die Projektion auf die ersten s;,(H) Koordinaten, wobei iy der erste
Zeilenanfang ist, der sich unterscheidet und ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit s;,(H) < s;,(H) gilt. Die Zeilenanfinge sind streng mo-
noton aufsteigend, also gilt fiir die Bilder der Zeilen z; von H und die

Bilder der Zeilen Zz; folgendes:

(a) B:={f(z1), f(22),..., f(zi,)} linear unabhéngig
(b) f(zig+1) = f(zig+2) = ... = f(2m) =0

(c) B:={f(%1),f(%),..., f(Zi,—1)} linear unabhingig
(d) f(Zi) = fZig+1) = ... = f(zm) =0

Somit bildet f den Zeilenmodul von H auf einen ip-dimensionalen Mo-
dul in Z" ab (mit der Basis B), wihrend der Zeilenmodul von H unter
der gleichen Abbildung f nur auf einen ig — 1-dimensionalen Modul in
Z" abgebildet wird (mit der Basis B). Da f ein Homomorphismus ist,
muss schon der Ursprungsmodul unterschiedlich gewesen sein.

3. Sei ay = hyg, i) das Stufenelement von H = (h;;) in Zeile k und
ap = hy, gy das entsprechende Stufenelement von H. Da die Zei-
lenanfinge gleich sind, befinden sich a; und a; an den gleichen Po-
sitionen. Angenommen die beiden Matrizen wiirden den gleichen Zei-
lenmodul erzeugen. Dann ist die k-te Zeile z, = (0,...,0,ag,*,...,%*)

von H eine R, Linearkombination von den Zeilen z; von H, also
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2L = Z?io b; * z; fir Elemente b; € R.. Dann miissen zunéchst alle b;
mit ¢ < s (H) gleich 0 sein, da ansonsten (wegen der Zeilenstufenform)
in z; nicht nur Nullen vor aj, stehen wiirden. Auflerdem verindern die
Koeffizienten b; mit ¢ > s;(H) nichts an dem Wert aj. Somit ist der
Wert aj nur abhéngig vom Koeffizienten by und es muss ap = by * ay
gelten. AuBlerdem ist die k-te Zeile von H eine R.-Linearkombination
von den Zeilen z; von H und es folgt ganz analog zu vorher, dass es
ein by € Re gibt mit a; = by * aj. Es ist also ap = by * by * a, also
wegen R Integrititsring auch by, € R.*. Dann ist aber ay, assoziiert zu
ag. In der Hermite-Normalform sind aber alle Stufenelemente im Re-
prasentantensystem beziiglich Assoziiertheit, also gilt sogar ap = ag.
Somit sind alle Stufenelemente gleich, falls der gleiche Zeilenmodul er-
zeugt wird. Dies bedeutet aber umgekehrt auch, dass nicht der gleiche
Zeilenmodul erzeugt wird, falls ein Stufenelement verschieden ist, also
ist dieser Fall auch gezeigt.

. Sei j der Index der ersten Spalte, in der sich die Matrizen unterschei-
den und 7 minimal, so dass h;; # Eij gilt. Angenommen die Zeile z;
ist eine Linearkombination 2211 bi * Z;,. Dann miissen zunichst die
Koeffizienten by, fiir k& < i gleich 0 sein, da die Werte vor dem Zei-
lenanfang in z; gleich 0 sein miissen. Der Koeffizient b; muss gleich 1
sein, damit der Zeilenanfang von z; richtig ist. Auflerdem miissen alle
Koeffizienten by, mit sx(H) < j gleich 0 sein, damit die Elemente links
von h;j stimmen (in diesen Spalten sind die Werte von H und H noch
gleich). Nun gibt es zwei Félle: Entweder es gibt einen Zeilenanfang
Sk, (H) = j oder der néchste Zeilenanfang ist schon grofier als j. Im
zweiten Fall ist h;; allein durch Bi]-, da alle weiteren Elemente der Spal-
te den Wert 0 oder Koeffizienten 0 haben und es gilt h;; = b,-*ﬁij = ﬁij.
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass h;; # Bij ist. Im anderen Fall ist
unter h;; noch ein Zeilenanfang, der einen unbekannten Koeffizienten
by, haben kann. Es gilt dann aber h;; = b; * Bij + by, * Ekoj- Somit sind
hi; und Bij nur um ein Vielfaches ihres Stufenelements verschieden
und somit in der gleichen Aquivalenzklasse modulo ihres Stufenele-
ments. Wegen den Eigenschaften der Hermite-Normalform muss aber
sowohl h;; als auch Bij im entsprechenden Reprisentantensystem mo-
dulo der Aquivalenzklasse ihres Stufenelements sein, also gilt insbeson-
dere h;; = Bij. Dies ist wieder ein Widerspruch zur Annahme h;; # Bij.
Somit kann es nur dann unterschiedliche Elemente geben, wenn min-
destens eine Zeile von H keine Linearkombination der Zeilen von H
ist. Und dies kann nur der Fall sein, wenn die Zeilenmoduln von H
und H unterschiedlich sind.

O

39



Korollar 2.7.15. Zwei m x n-Matrizen A, A erzeugen genau dann den
gleichen Zeilenmodul, wenn fiir jede Hermite-Normalform H von A und je-
de Hermite-Normalform H wvon A auch H = H gilt. Insbesondere ist die
Hermite-Normalform einer Matrixz eindeutig.

Beweis. Da die Hermite-Normalform durch elementare Zeilenumformungen
entsteht, erzeugt die Hermite-Normalform H nach Proposition 2.7.7 den
gleichen Zeilenmodul wie die Matrix A. Ebenso erzeugen A und H den
gleichen Zeilenmodul. Nach Theorem 2.7.14 werden aulerdem von verschie-
denen Hermite-Normalformen auch verschiedene Zeilenmoduln erzeugt (und
von gleichen Hermite-Normalformen natiirlich auch gleiche Zeilenmoduln).
Somit sind die Zeilenmoduln von A und A genau dann gleich, wenn die
Hermite-Normalformen H und H gleich sind. O

2.7.3 Smith-Normalform

Definition 2.7.16. Eine Matrix A ist in Smith-Normalform, wenn sie
in Hauptdiagonalform ist und jedes Hauptdiagonalelement a;; das darauffol-
gende Hauptdiagonalelement a;1 ;41 teilt. Aulerdem soll jedes Hauptdia-
gonalelement im Représentantensystem liegen. Eine Matrix .S heiffit Smith-
Normalform einer Matrix B, wenn S in Smith-Normalform ist und es
invertierbare Matrizen U,V gibt mit S =U « B V.

Theorem 2.7.17. Jede Matriz A hat eine Smith-Normalform und kann
durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen in diese gebracht werden.

Beweis. Ahnlich wie im Beweis zur Existenz der Zeilenstufenform stellt man
fest, dass bei elementaren Spaltenumformungen (Zeilenumformungen) die i-
te Zeile (j-te Spalte) nur von der i-ten Zeile (j-ten Spalte) der alten Matrix
und von der Spaltenumformung (Zeilenumformung) abhéngt. Man kann al-
so wieder entsprechende Varianten des Euklidischen Algorithmus anwenden.
Dabei ist jedoch zu beachten, dass sich Zeilenumformungen und Spaltenum-
formungen gegenseitig beeinflussen. Bringt man also zunichst eine Zeile in
die Form mit nur einem Element ungleich 0 und danach eine Spalte in die
Form mit nur einem Element ungleich 0, so hat man dabei vermutlich wieder
die vorher fertige Zeile verdandert. Wendet man jedoch die Algorithmen ab-
wechselnd auf eine Zeile und eine Spalte mit dem gleichen Index s an, so wird
sowohl beim Euklidischen Algorithmus der Zeile als auch beim Euklidischen
Algorithmus der Spalte das Element ass durch ein Element mit geringerer
Norm ersetzt. Somit miissen irgendwann sowohl der Zeilenalgorithmus als
auch der Spaltenalgorithmus terminieren, das heifit das Element ass ist dann
sowohl in der Zeile s als auch in der Spalte s das einzige Element ungleich
0. Mit diesem Verfahren bekommt man schonmal eine Matrix in Hauptdia-
gonalform, wenn man mit s = 1 beginnt und danach s immer um 1 erhoht.
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Da aber fiir die Smith-Normalform zusétzlich gefordert ist, dass die Haupt-
diagonalelemente jeweils das folgende Hauptdiagonalelement teilen, muss
man vor der Erhohung von s noch dafiir sorgen, dass as_1 -1 das Element
ass teilt. Ist dies nicht der Fall, so addiert man einfach die s-te Zeile zur
(s — 1)-ten Zeile und wendet wieder das Euklidische Verfahren fiir die Zeile
und Spalte s —1 an. Da as—1,s—1 das Element a4s nicht geteilt hat, bekommt
man dadurch wieder ein neues Element as_1 s—1 mit kleinerer Norm. Da sich
as—1,s—1 nun veréndert hat, muss man nun auch wieder priifen, ob as_2 s_2
das Element a,_1 -1 teilt und das Verfahren entsprechend fortsetzen. Ir-
gendwann miissen jedoch alle a;—1 ;1 die folgenden Elemente a;; teilen fiir
alle ¢ <= s, da man ansonsten wegen der Verringerung der Norm eines der
@;—1,—1 in jedem Schritt wieder eine unendliche streng monoton absteigende
Folge von natiirlichen Zahlen bilden kénnte, was nicht moglich ist. Sobald
die Teilbarkeitsbedingung fiir alle ¢ <= s erfiillt ist, kann man s wieder um
1 erhohen. Irgendwann erreicht s einen der Rénder der Matrix und man
muss nur noch jede Zeile mit entsprechenden Einheiten multiplizieren, um
die Hauptdiagonalelemente ins Reprisentantensystem zu bringen. Dann ist
die Matrix in der gewiinschten Form. Insgesamt werden im Algorithmus nur
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen durchgefiihrt, also ergibt sich
die Matrix durch Multiplikation von invertierbaren Matrizen (von beiden
Seiten). O

Bemerkung 2.7.18. Das Verfahren fiir das Berechnen der Smith-Normal-
form wird in Algorithmus 4.3.2 nochmal genauer definiert und dann an ei-
nem Beispiel durchgefiihrt.

Definition 2.7.19. Sei A eine m X n-Matrix und B eine k X k-Untermatrix
von A. Dann nennt man die Determinante von B einen k-Minor von A. Im
Folgenden sei M (A) die Menge aller k-Minoren von A.

Lemma 2.7.20. Sei A eine m X n-Matriz und U eine invertierbare m X m-
Matriz. Dann gilt ggT(My(A)) = ggT( M (U x A)).

Beweis. Nach Proposition 2.7.5 ist U ein Produkt von Elementarmatrizen.
Es reicht also zu zeigen, dass die Aussage fiir Elementarmatrizen gilt. Multi-
plikation einer Elementarmatrix von links entspricht einer elementaren Zei-
lenumformung. Bei Zeilenvertauschungen ist die Aussage klar, da die Menge
der k x k-Untermatrizen und somit die Menge der k-Minoren gleich bleibt
(die Untermatrizen werden héchstens in einer anderen Reihenfolge aufge-
schrieben). Wird eine Zeile mit einer Einheit e multipliziert, so werden einige
Minoren mit e multipliziert. Dadurch #ndert sich aber der gréfite gemeinsa-
me Teiler nicht. Sei also nun A = (z1,...,2,) und ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit U * A = (21 + 22, ..., 2,). Dann werden nur die Untermatri-
zen verdndert, die (einen Teil von) z; enthalten. Wegen der Linearitét der
Determinante in jeder Zeile gilt aber fiir einen Minor

d = det(z1 + 22, Ziy, - - -, Zip,) = det(Z1, Ziy, - . ., Zip, ) + det(Z2, Ziy, - - -, Zi ),
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wobei z; jeweils die auf bestimmte k£ Spalten verkiirzten Zeilen sind und
1 # i # i3 # ... # i gilt. Falls ein ¢; gleich 2 ist, so féllt der zweite
Summand weg (da eine Matrix mit zwei gleichen Zeilen die Determinante 0
hat). In beiden Féllen ist aber der k-Minor d der Matrix U * A eine Summe
von k-Minoren der Matrix A (dabei hat die Summe entweder einen oder zwei
Summanden). Die Summe erhilt gemeinsame Teiler, wobei damit gemeint
ist, dass jeder gemeinsamer Teiler von einer Menge von Elementen auch ein
Teiler von beliebigen Summen dieser Elemente ist. Somit teilt ggT (M (A))
jeden Minor in My (U % A) und damit auch den grofiten gemeinsamen Teiler
der Minoren in My (U * A). Es gilt also bei der Addition von Vielfachen
von Zeilen ggT(My(A)) | ggT(Mg(U * A)). Da auch U~! eine invertierbare
Matrix ist, folgt analog dazu auch

ggT(My(U + A)) | ggT(Mp(U™" U  A)) = ggT(My(A)).

Somit bleibt bei allen elementaren Zeilenumformungen der grofite gemein-
same Teiler der k-Minoren erhalten und damit auch bei Multiplikation mit
einer invertierbaren Matrix von links. O

Bemerkung 2.7.21. Die Aussage von Lemma 2.7.20 gilt auch bei der Mul-
tiplikation einer inversen n X n-Matrix von rechts. Der Beweis ist analog,
nur verwendet man dann elementare Spaltenumformungen und die Linea-
ritdt der Determinanten in jeder Spalte.

Theorem 2.7.22. Die Smith-Normalform einer Matriz A ist eindeutiq.

Beweis. Sei S eine Smith-Normalform von A. Dann gilt S = U % A V fiir
invertierbare Matrizen U, V. Nach Lemma 2.7.20 und der darauffolgenden
Bemerkung gilt dann

geT(My(A)) = ggT(My(U x A)) = ggT(M(U * A V)) = ggT(My(5)).

Der grofite gemeinsame Teiler der k-Minoren ist also bei A und S gleich.
In der Smith-Normalform lassen sich aber die k-Minoren ungleich 0 einfach
bestimmen, da sie die Produkte von je k Diagonalelementen sind. Wegen
der Teilerbedingung zwischen den Diagonalelementen ist dann der grofite
gemeinsame Teiler di(S) jeweils das Produkt der ersten k& Diagonalelemente
(bis auf Multiplikation mit Einheiten). Ist also S = (s;;), so erhélt man die
Gleichung

k
dk(S) = H Sii-
i=1

42



Daraus ergibt sich aber (bis auf Multiplikation mit Einheiten)

S11 = dl(S)

_ da(5)

T A(s)
di(S)

s = —

Damit sind die Diagonalelemente von S durch die di(S) = di(A) und so-
mit durch die Matrix A bis auf Einheiten eindeutig bestimmt. Da aber die
Diagonalelemente im Reprisentantensystem liegen miissen, sind die Diago-
nalelemente bei verschiedenen Smith-Normalformen der Matrix A gleich und
somit ist die Smith-Normalform sogar eindeutig bestimmt. O

2.8 Eigenschaften von Moduln/Ringen/Algebren

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften ,noethersch, ,artinsch*,
yeinfach® und ,halbeinfach“ und die Begriffe des , Nilradikals“ und des
»,Jacobson-Radikals® eingefiihrt. Viele von den Sétzen dieses Abschnittes
werden nur bendtigt, um bestimmte Hauptergebnisse zu beweisen, die im
weiteren Verlauf der Arbeit eine wichtige Bedeutung haben. Es wird am
Anfang der Unterabschnitte jeweils darauf hingewiesen, welche Haupter-
gebnisse in den entsprechenden Unterabschnitten vorkommen. Der Begriff
noethersch ist vor allem deswegen wichtig, weil in einem noetherschen Ring
alle Ideale endlich erzeugt sind. Es wird in Proposition 3.1.13 noch gezeigt
werden, dass jede Ordnung noethersch ist. Der Begriff ,,endlich erzeugt® ist
deshalb wichtig, weil Moduln und Ideale in Zahlkérpern als endlich erzeugt
vorausgesetzt werden. Auflerdem kann man mit endlich erzeugten Moduln
einfacher rechnen. Die Eigenschaft ,artinsch“ und die Radikale werden vor
allem fiir die Sétze zu den Begriffen ,halbeinfach® und ,einfach“ benoétigt.
Diese Sitze bereiten wiederum einen Algorithmus vor, der eine bestimmte
Faktoralgebra einer endlich-dimensionalen IF,-Algebra in eine direkte Sum-
me von Korpern zerlegt. In den weiteren Kapiteln wird dieser Algorithmus
ndher ausgefithrt und gezeigt, dass er wichtig fiir die Bestimmung von Prim-
idealen in einer Ordnung ist (vergleiche Algorithmus 4.3.7 und Algorithmus
4.3.8).

Definition 2.8.1. Sei M ein R-Modul. Man nennt M:

(i) noethersch, falls jede aufsteigende Kette (M;) von Untermoduln sta-
tiondr wird.

(ii) artinsch, falls jede absteigende Kette (M;) von Untermoduln stationér
wird.
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(iii) einfach, falls {0} und M die einzigen Untermoduln von M sind.
(iv) halbeinfach, falls M eine direkte Summe von einfachen Moduln ist.

Bemerkung 2.8.2. Fiir eine R-Algebra A benutzt man die obigen Begriffe,
wenn die Algebra als R-Modul die Voraussetzungen erfiillt.

Definition 2.8.3. Ein Ring R heifit noethersch beziehungsweise artinsch,
wenn er als kanonischer R-Modul noethersch beziehungsweise artinsch ist. Es
muss also jede aufsteigende beziehungsweise absteigende Kette von Idealen
stationér werden.

2.8.1 Noethersch und artinsch

Eines der Hauptergebnisse dieses Abschnittes ist ein Theorem, das besagt,
dass die Eigenschaft ,noethersch® dazu dquivalent ist, dass alle Untermo-
duln von M endlich erzeugt sind. Die weiteren Satze des Abschnittes sind
Vorbereitungen fiir die Beweise der folgenden Abschnitte und fiir den Be-
weis, dass jede Ordnung in einem Zahlkoérper noethersch ist. Die Beweise in
diesem Abschnitt orientieren sich teilweise an Beweisen in [BBR09, S.1-14]
und [NW10, S.74-88].

Theorem 2.8.4. Sei M ein R-Modul. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) M ist noethersch.

(ii) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Beweis. Sei zundchst M noethersch und N C M ein Untermodul von M.
Sei N die Menge aller endlich erzeugten Untermoduln von N. Dann sind
alle Elemente in A" auch Untermoduln von M. Da M noethersch ist, wird
also jede aufsteigende Kette von Elementen aus N stationir, hat also ins-
besondere eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn gibt es also ein
maximales Element Ny in A/. Da Ny in N enthalten und endlich erzeugt
ist, ist auch Ng 4+ x * R in N enthalten und endlich erzeugt fiir alle x € N.
Es ist also auch Ny + z * R in A/ und wegen der Maximalitéit von Ny folgt
Nyg = Ny + 2 * R. Damit ist aber auch Ng = Ny + N = N und somit ist
N endlich erzeugt. Sei nun umgekehrt jeder Untermodul von M endlich er-
zeugt. Sei (IV;);en eine aufsteigende Kette von Untermoduln von M. Dann
ist auch N = [J;2; N; ein Untermodul von M und somit nach Voraussetzung
endlich erzeugt. Da jeder Erzeuger von N in einem der N; vorkommt und es
nur endlich viele Erzeuger sind, gibt es ein ¢y, so dass N C N;, gilt. Dann
ist aber N = N;, und somit auch N = N; fiir alle ¢« >= 4p. Somit wird die
Kette ab ig stationdr und es folgt, dass M noethersch ist. O

Beispiel 2.8.5. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R noethersch.
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Beweis. Die Untermoduln von R entsprechen den Idealen in R. Da R ein
Hauptidealring ist, ist jedes Ideal von einem Element erzeugt, also insbe-
sondere endlich erzeugt. Nach Theorem 2.8.4 folgt also, dass R noethersch
ist. O

Beispiel 2.8.6. Jeder Korper K ist noethersch und artinsch als kanonischer
K-Modul.

Beweis. Da K ein Korper ist, sind die einzigen Ideale von K (und somit die
einzigen K-Untermoduln von K) das Nullideal und das Einheitsideal. Es
ist klar, dass dann jede monoton absteigende oder aufsteigende Kette von
Untermoduln in K stationir wird. O

Definition 2.8.7. Seien M;,..., M, R-Moduln und f; : M; — M;41 Ho-
momorphismen fiir ¢ € {1,...,k — 1}. Dann heifit die Sequenz

fi P fr—1

My

M2 Mlc

exakt an der Stelle 4, falls in M; die Gleichung f;—1(M;—1) = ker f; gilt.
Die ganze Sequenz heifit exakt, wenn sie an allen Stellen i € {2,...,k — 1}
exakt ist.

Proposition 2.8.8. Gegeben sei die exakte Sequenz

f

0 M ML M 0
von R-Moduln. Dann ist M genau dann noethersch beziehungsweise artinsch
wenn M und M" noethersch beziehungsweise artinsch sind.

Beweis. Die Beweise fiir artinsch und noethersch sind vollkommen analog.
Man muss nur iiberall den Begriff noethersch durch den Begriff artinsch er-
setzen und alle Teilmengenrelationen umkehren (insbesondere miissen auf-
steigende Ketten durch absteigende Ketten ersetzt werden). Deswegen wird
hier die Aussage nur fiir noethersch bewiesen. Sei zundchst M noethersch.
Sei (m});en eine aufsteigende Kette von Untermoduln von M’. Dann sind
die m; := f(m]) Untermoduln von M, da f ein Homomorphismus ist. Die-
se bilden eine aufsteigende Kette in M und da M noethersch ist, muss die
Kette stationdr werden. Es gibt also ein 79 € N mit m; = m;, fiir alle 7 > 4.
Wegen der exakten Sequenz ist f injektiv, also gibt es fiir jedes Element x
in f(M’') genau ein Element in M’, das auf = abgebildet wird. Somit gilt
f~lo f=1d(M’), wobei f~! das Urbild von f ist. Daraus folgt aber, dass
die Urbilder der m; die m] sind und somit auch mj = mj_fiir alle i > io.
Also ist auch M’ noethersch. Sei nun (m});cy eine absteigende Kette von
Untermoduln von M”. Dann sind die Urbilder n; := ¢g~!(m!) Untermoduln
von M. Diese Kette in M wird stationér, also gibt es ein 41 € N mit n; = n;,
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fiir alle ¢ > 4;. Wegen der exakten Sequenz ist g surjektiv, also gibt es fiir
jedes Element z in M” ein Element in M, das auf x abgebildet wird. Somit
ist das Bild jedes Untermoduls n; wieder der urspriingliche Modul m/ und
es folgt m! = m;’l fiir alle ¢ > 47. Also ist auch M” noethersch. Seien nun
umgekehrt M” und M’ noethersch. Sei (m;);en eine Kette von Untermoduln
von M. Dann sind die Urbilder m/ := f~1(m;) und die Bilder m/ := g(m;)
Untermoduln von M’ beziehungsweise M"”. Da M’ und M" noethersch sind,
gibt es also ip € N und i1 € N mit mj = mj und m} = m fiir alle i > 4o
und alle j > 4y. Sei i9 := max(ig,i1). Es ist zu zeigen, dass m; = m;, fiir alle
1 > 1ig gilt. Die Teilmengenrelation m;, C m; ist bereits bekannt, da die m;
eine aufsteigende Kette bilden. Sei also nun x € m; fiir ein ¢ > 4. Dann ist
g(x) € m] = mj . Somit gibt es ein zo € m;, mit g(z2) = g(z). Dann gilt
aber wegen g Homomorphismus auch g(z — x2) = g(z) — g(x2) = 0, wobei
T — x9 € m; gilt. Also ist £ — z9 im Kern von g, also wegen der Exaktheit
auch im Bild von f. Es gibt also ein 2’ € mj = m} mit f(z') =z — x2. Also
ist £ —x9 € m;, und somit auch x = z —xy + x93 € m;,. Somit wurde gezeigt,
dass auch m; C m;, fiir alle ¢ > 45 gilt und damit auch, dass die aufsteigende
Kette der m; stationér wird. Also ist M noethersch. ]

Korollar 2.8.9. Sei h : M — N ein surjektiver Homomorphismus von
R-Moduln und M noethersch beziehungsweise artinsch. Dann ist auch N
noethersch beziehungsweise artinsch.

Beweis. Die Sequenz

0 — kecrh — M — N — 0
m — m
m — h(m)

ist exakt. Da M noethersch ist, sind somit nach Proposition 2.8.8 auch
ker h und N noethersch. Fiir den anderen Teil des Beweises vertauscht man
einfach noethersch durch artinsch. O

Proposition 2.8.10. Sei R ein noetherscher beziehungsweise artinscher
Ring. Dann ist R™ noethersch beziehungsweise artinsch.

Beweis. Die Sequenz

0 - R — R" — Rl - 0
r +— (0,...,0,7)
(riy...yrn) = (T1,...,Tn—1)

ist exakt. Sind also R und R~ ! noethersch, so ist auch R™ noethersch. Somit
folgt durch Induktion aus R noethersch auch R™ noethersch fiir alle n € N.
Fiir den anderen Teil des Beweises vertauscht man einfach noethersch durch
artinsch. ]
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Proposition 2.8.11. Sei R ein noetherscher beziehungsweise artinscher
Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M noethersch bezie-
hungsweise artinsch.

Beweis. Sei my,...,m, ein R-Erzeugendensystem von M und ey, ...,e, die
Standardbasis von R". Dann ist

h:R" — M

e, = my

ein surjektiver Homomorphismus von R-Moduln. Da R noethersch ist, ist
nach Proposition 2.8.10 auch R" noethersch. Wegen h surjektiv, folgt nach
Korollar 2.8.9, dass M noethersch ist. Fiir den anderen Teil des Beweises
vertauscht man einfach noethersch durch artinsch. O

Lemma 2.8.12. Sei R ein artinscher Ring, a ein Ideal in R. Dann ist der
Faktorring R/a artinsch.

Beweis. Da ¢ : R — R/a ein surjektiver Homomorphismus von R-Moduln
ist, folgt aus R artinsch und Korollar 2.8.9 sofort, dass R/a artinsch ist. [J

Lemma 2.8.13. Sei R ein artinscher Ring, p ein Primideal in R. Dann ist
p mazximal.

Beweis. Da p ein Primideal ist, ist nach Proposition 2.2.16 der Faktorring
R/p ein Integritétsring. Nach der gleichen Proposition ist dann nur noch zu
zeigen, dass R/p sogar ein Korper ist, da dann p maximal folgt. Sei also
Or/y # * € R/p ein beliebiges Element im Faktorring. Da nach Lemma
2.8.12 aus R artinsch auch R/p artinsch folgt, wird jede absteigende Kette
von Idealen in R/p stationér, also insbesondere die Kette

(T)Rsp O (5132)3/p D...D (:Zii)R/p oL,

Sei ig ein Index, ab dem die Kette stationér ist. Dann gilt die Gleichung
() g/ = (2t g/p und somit auch z0 € (20*!)p . Damit gibt es ein
y € R/p mit 2% = y * 0! und somit z% * (1rjp —y*x) = Op/p. Wegen
z # Op/p und R/p Integrititsring folgt also lrsp —y *x = Oy, und somit
y*x = 1g/,. Damit ist x invertierbar und es folgt die Behauptung. O

2.8.2 Endlich erzeugt

Dieser Abschnitt beschreibt, wie endlich erzeugte Moduln iiber einem eukli-
dischen Ring aussehen (bis auf Isomorphie von Moduln) und wie man mit
der Smith-Normalform den Index eines Faktormoduls bestimmen kann. In
diesem Abschnitt sei R, wieder ein euklidischer Ring.
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Theorem 2.8.14. Sei M ein endlich erzeugter Re-Modul. Dann gibt es
r,s € Ng und dy,...,ds € N mit den folgenden Eigenschaften:

(i) M =R, & D Re/(di)r.
(ii) d; | dit1 fﬂrie{l,‘..,s—l}

Beweis. Man betrachte ein Erzeugendensystem myq, ..., m; von M und den
Epimorphismus
TR = M
e, = my

Sei N := ker m der vom Kern erzeugte Untermodul von R.. Da R, ein eukli-
discher Ring ist, ist er insbesondere ein Hauptidealring und somit nach Bei-
spiel 2.8.5 noethersch. Damit ist nach Proposition 2.8.10 auch R noethersch
und somit N als Untermodul eines noetherschen Rings endlich erzeugt.
Es gibt also ein Erzeugendensystem nq,...,n, € R.. Seien a;; € R. mit
n; = Z§:1 a;j * ej. Dann sind die Koordinaten der n; (beziiglich der Stan-
dardbasis von R!) die Zeilen der u x ¢-Matrix A := (a;j). Berechnet man
nun die Smith-Normalform B von A, so erhilt man invertierbare Matrizen
U, V und Elemente d1,...,ds € Re mit

B = diag(dy,...,ds,0,...,0) =V« AxU

Da die Zeilen mit Index grofer als s in B Nullzeilen sind, wird der Zeilen-

modul von B schon von den Zeilen by, ...,bs von B erzeugt. Die Matrix U
induziert eine Basistransformation in RY, die R! auf R. abbildet und die
Zeilen 7y, . .., 7, von V x A auf die Zeilen von B. Damit ist der Modul in R},

erzeugt von den Zeilen von V * A isomorph zum Modul in R} erzeugt von
den Zeilen von B. Auflerdem gilt nach Korollar 2.7.8, dass der Zeilenmodul
von V x A gleich dem Zeilenmodul von A ist. Insgesamt gilt also:

M Ré/N:/Ré/[nl,...,nu]Rc :Ré/[ﬁl,...,ﬁu}Rc
Ré/[bl,...,bs]ne = [61,.. . ,et]Re/[dl *€1,... ,ds *es]Re

R ®© D Re/(di)r,

111 1R

O]

Korollar 2.8.15. Sei M ein endlich erzeugter Re-Modul. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M frei
(ii) M torsionsfrei

(iii) M = R fiir ein geeignetes t € Ny
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Beweis. (i) = (ii): Sei myq,...,m; eine linear unabhingiges Erzeugenden-
system von M. Angenommen M wére nicht torsionsfrei. Dann gébe
es ein Og, # 7 € Re und ein Oy # m = Z;eri*mi € M mit
r*m = 0p7. Dann folgt aber 0y = Zle r*7; *my, also wegen my;
linear unabhéngig auch r*r; = Og, fiir alle i. Da R, ein Integritétsring
ist, muss dann aber entweder » = 0 oder r; = 0 fiir alle ¢ gelten. Dies
ist ein Widerspruch zur Wahl von r und m = 25:1 r; * m;. Also ist
M torsionsfrei.

(ii) = (iii): Da M endlich erzeugt iiber einem euklidischen Ring ist, ist M
nach Theorem 2.8.14 isomorph zu N := R & @;_, Re/(di)r.. Wiire
s > 0, so wire ex1 = Ok, 1R, /(d1)r. > O, Re/(di)r, ) €I Torsions-
element in NV, da (dy x1g,)*er4+1 = O gilt. Somit wire das Urbild von
ei+1 unter dem Isomorphismus M = N ein Torsionselement ungleich
0ps in M, was ein Widerspruch zu M torsionsfrei ist. Also muss s =0
gelten und somit M = RE.

(iii) = (i): In RL ist die Standardbasis ey, ...,e; eine linear unabhingige
Menge, die R! erzeugt. Somit ist RY frei und damit auch M, da M
isomorph zu R ist.

O

Definition 2.8.16. Ist ein R.-Modul M isomorph zu R fiir ein t € Ny, so
nennt man rg(M) := ¢t den Rang des Moduls M.

Lemma 2.8.17. Sei M ein freier, endlich erzeugter R.-Modul und N C M
ein freier Untermodul. Gilt rg(M) = rg(N), so ist der Index endlich und es
gilt (M : N) = |det(S)|, wobei S die Smith-Normalform der Transforma-
tionsmatrix von einem Koordinatensystem von N zu einem Koordinatensys-
tem von M ist. Ansonsten gilt (M : N) = co.

Beweis. Dieser Beweis ist dhnlich zum Beweis von Theorem 2.8.14. Sei ¢ der
Rang von M und s <=t der Rang von N. Sei m,...,m; eine Basis des
freien Moduls M. Sei

$:R, - M — MJN

die Abbildung vom Koordinatensystem von A in den Faktorring M/N.
Dann ist der Kern von ¢ genau der Modul im Koordinatensystem von M,
der dem freien Modul NV in M entspricht, ist also insbesondere von s linear
unabhiingigen Elementen erzeugt. Sei nq,...,ns € R eine Basis des Kerns
von ¢. Dann kann man durch n; = 23:1 a;j * e; eine Matrix A = (aj;)
definieren. Falls t = s ist, so ist dies genau die Transformationsmatrix vom
Koordinatensystem von N beziiglich ¢5'(n1),...,¢5" (ns) zum Koordina-
tensystem von M beziiglich my, ..., m;, wobei ¢ 5 die Koordinatenabbildung
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beziiglich mq,...,m; ist. Sei S = diag(dy,...,ds,0,...,0) die Smith-Nor-
malform von A. Dann folgt wie im Beweis von Theorem 2.8.14:

M/N Ré/[nl, e ,ns]Re = [61, . .,et]Re/[dl *€1,.. .,ds * es]Re

R ® @iy Re/(di)r,

Somit hat der Faktormodul fiir s < ¢t unendlich viele Elemente und fiir s = ¢
genau [[;_, |d;| = | det S| Elemente. O

11l

2.8.3 Jacobson-Radikal und Nilradikal

Die Sétze in diesem Abschnitt werden vor allem fiir die Zerlegung einer halb-
einfachen Algebra in eine direkte Summe von Koérpern benétigt. Auflerdem
wird das Lemma von Nakayama bewiesen, das bei der Zerlegung von Idealen
eine Rolle spielen wird. Die Beweise in diesem Abschnitt orientieren sich vor
allem an [Ger09, S.69, 119-128] und [NW10, S.19-20, 84-85].

Definition 2.8.18. Sei R ein Ring, a ein Ideal in R. Dann heift
Va={reR| IneN:2" €a}

das Radikal von a. Das Radikal ist ein Ideal in R. Im Spezialfall des Null-
ideals nennt man Ny := 1/(0g)r das Nilradikal von R. Die Elemente des
Nilradikals nennt man auch nilpotente Elemente, da es fiir jedes dieser
Elemente einen Exponenten gibt, so dass die Potenz Op ist.

Definition 2.8.19. Sei R ein Ring, M ein R-Modul. Man nennt den Schnitt
aller maximalen Untermoduln von M das Jacobson-Radikal Jac(M) von
M. Das Jacobson-Radikal Jac(R) von R ist das Jacobson-Radikal des
kanonischen R-Moduls R, also der Durchschnitt {iber alle maximalen Ideale
von R.

Proposition 2.8.20. Sei R ein Ring. Dann ist das Nilradikal von R gleich
dem Schnitt iber die Primideale von R.

Beweis. Sei zunichst x € Ng. Sei n € N mit 2" = 0g. Dann gilt fiir jedes
Primideal p auch ™ = 0 € p. Aus den Primidealeigenschaften folgt dann
(durch Induktion), dass x € p gilt. Somit ist = in jedem Primideal enthalten,
also auch im Schnitt iiber die Primideale. Sei nun x ¢ Ng. Es ist zu zeigen,
dass dann x nicht im Schnitt iiber die Primideale enthalten ist. Sei J die
Menge der Ideale in R, die keines der ™ enthalten. Wegen z nicht nilpotent
ist (0)r € J und somit J nicht leer. Betrachtet man nun eine aufsteigende
Kette von Idealen in 7, so sieht man, dass die Vereinigung der Elemente der
Kette ebenfalls ein Ideal in J ist und alle Elemente der Kette in diesem Ideal
enthalten sind. Somit hat jede aufsteigende Kette von Idealen in 7 eine obere
Schranke in J und es folgt nach dem Lemma von Zorn, dass 7 mindestens
ein maximales Element hat. Sei p ein maximales Element in 7. Ist p ein
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Primideal, dann folgt aus 2! ¢ p, dass = nicht im Schnitt aller Primideale
enthalten ist. Seien also a1, as € R mit a1 *as € p. Angenommen es ist weder
a1 noch ag in p. Dann sind die p + (a;)g 2 p wegen der Maximalitidt von p
keine Ideale in J. Es gibt also ny,ny € N mit 2™ € p + (a;)g. Dann gibt
es aber pi,p2 € p, und 71,79 € R mit 2™ = p; + r; * a; und es folgt wegen
a1 * ag € p auch

™A = g™k g" = (py 4711k a1)(p2 + 72 % a2)
= pr*¥p2tprrrakaztp2*rikal+rkrexa;kaz €

Dies ist aber ein Widerspruch zu p € J. Somit muss a; oder ag in p sein
und p ist ein Primideal mit x ¢ p. Also ist = nicht im Schnitt der Primideale
und die Behauptung ist gezeigt. O

Lemma 2.8.21. Sei R ein Ring. Dann gilt
Jac(R)={z€R| Yye R:1—xxy € R*}.

Beweis. Sei zunéchst a € Jac(R). Angenommen es gibt ein y € R mit
l1—axy ¢ R*. Da 1 — a xy keine Einheit ist, muss 1 — a * y in einem
maximalen Ideal m liegen, da das Hauptideal erzeugt von 1 — a * y in einem
maximalen Ideal liegen muss. Es gilt aber auch a € Jac(R) C m und somit
a *y € m. Damit folgt aber auch

l=(1—-a*xy)+axyEm+m=nm,

was ein Widerspruch zu m maximales Ideal ist. Also muss 1—axy € R* fiir al-
le y € R gelten. Sei nun umgekehrt a € {r e R| Vye R:1—xxy € R*}.
Angenommen a wére nicht in Jac(R). Dann gibt es ein maximales Ideal m
mit a ¢ m. Somit muss das Ideal m+ (a)r das Einheitsideal sein. Es gilt also
m+r*a = 1 fiir geeignete m € mund r € R und somit auch 1—rxa = m € m.
Da m keine Einheiten enthélt, ist dann aber 1 — r x a ¢ R*, was ein Wi-
derspruch zua € {r e R| Vye R:1—xxy € R*} ist. Somit muss a in
Jac(R) sein. O

Lemma 2.8.22 (Nakayama). Sei R ein Ring, M ein endlich erzeugter R-
Modul. Sei a ein Ideal von R mit a C Jac(M). Dann gilt:

ax M=M= M={0y}

Beweis. Angenommen M ist nicht gleich {037}. Dann gibt es ein minimales
FErzeugendensystem my, . .., m, mit n > 0 und m,, # 0. Dann folgt aber aus
M = ax M auch m, = Y i | a; * m; fiir geeignete Elemente a; € a. Es gilt
also

n—1
E a; *xmj =My — ap * My = (1 — ap) * my,.
=1
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Nach Lemma 2.8.21 besteht das Jacobsonradikal genau aus den Elementen
x € R,sodass 1g —x xy € R* fiir alle y € R gilt. Da a,, wegen a C Jac(M)
im Jacobson-Radikal enthalten ist, gilt also

(1R - an) = (1R — Qp * 1R) € R".

Somit folgt m, = (1g — an) ! * Z?z_ll a; * m;. Damit wurde aber m,, als R-
Linearkombination von den Elementen mq,...,m,_1 dargestellt, was ein
Widerspruch dazu ist, dass das Erzeugendensystem mj,...,m, minimal
gewdhlt wurde. Also ist die Annahme M # {0p/} falsch und es muss die
Gleichung M = {05/} gelten. O

Lemma 2.8.23. Sei R ein artinscher Ring, Nr das Nilradikal von R. Dann
ist Ng nilpotent, das heift es gibt ein k € N mit NE = (0)g.

Beweis. Da R artinsch ist, muss die absteigende Kette von Idealen

NedDNED...DNELD ...

stationédr werden. Sei k ein Index, ab dem die Kette stationér ist. Dann gilt
NE = NG fiir alle @ > k. Es ist nur zu zeigen, dass dann NE = (0)g gelten
muss. Sei J die Menge aller Ideale b mit A/ 1’% * b # (0)g. Angenommen es
gilt VX £ (0)g. Dann ist die Menge J nichtleer, da

NE s Np =N = NE# (0)r

gilt und somit Ny in J enthalten ist. Da jede absteigende Kette von Idea-
len aus 7 ein minimales Element und somit eine untere Schranke beziiglich
Inklusion enthélt, folgt nach dem Lemma von Zorn, dass J ein minimales
Element hat (wobei fiir die Anwendung des Zornsche Lemma die Halbord-
nung D betrachtet wird und ein maximales Element beziiglich D einem mi-
nimalen Element beziiglich C entspricht). Sei nun a ein minimales Element
in 7. Dann gilt N5 xa # (0) g, also gibt es auch ein a € a mit NExa # (0)g.
Dann ist N * (a)g # (0)g und somit (a)p € J. Wegen (a)g C a und der
Minimalitét von a in J folgt also a = (a)g. Analog dazu gilt auch

N s (Ng# (a)r) = Nt s (a)r = N+ (a)r # (0)r

und somit Nz * (a)r € J. Wegen der Minimalitéit von a in J folgt also auch
(a)g = a = N * (a)g. Also gibt es ein y € Ng mit a = y * a. Da y im
Nilradikal liegt, gilt y™ = 0 fiir ein n € N und somit

a=y*xa=...=y"xa=0.

Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass N& « (a)p = NE x a # (0)p gilt,
also muss die Annahme NE # (0)g falsch sein. Somit ist die Behauptung
gezeigt,. [
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Lemma 2.8.24. Sei A eine endlich-dimensionale F),-Algebra mit Dimensi-
onn:=(A:F,) < oco. Seik € Nmitp*! <n <pk. Dann ist das Nilradikal
von A gleich dem Kern der Abbildung ¢F, wobei ¢ die folgende Abbildung

18t:

p:A — A

z — P

Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus von F,-Algebren und wird auch
Frobenius-Homomorphismus Frob(p) genannt.

Beweis. Der Frobenius-Homomorphismus (beziiglich der Primzahl p) ist ein
Ringhomomorphismus, wenn die Definitionsmenge ein Ring mit Charakte-
ristik p ist (dies kann man mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes nachrech-
nen). Die Charakteristik vom F,-Modul A ist p. Die Vertréglichkeit mit der
Skalarmultiplikation folgt aus A\? = X fiir A € [F,,. Somit ist ¢ ein Homomor-
phismus von IF)-Algebren. Nach Beispiel 2.8.6 ist der Korper F, artinsch.
Also ist nach Proposition 2.8.11 auch der endlich erzeugte F,-Modul A ar-
tinsch. Nach Lemma 2.8.23 ist A4 nilpotent, es gibt also ein k¥ € N mit
N*% = (0) 4. Man betrachte nun die folgende absteigende Kette:

ADNsDONID...ON{D ...

Jedes N ist ein F,-Untervektorraum von A. Da die Dimension von A gleich
n ist, konnen also hochstens die ersten n Teilmengenrelationen echt sein. So-
bald eine Gleichheit auftritt, miissen auch alle folgenden Teilmengenrelatio-
nen Gleichheiten sein. Somit kann das kleinste & mit A% = (0)4 hochstens
n sein und es gilt auf jeden Fall N7} = ./\/’XH = (0)4 fiir alle i € N. Wegen
n < pF gilt also fiir x € A4 auch

oF(x) = pF1(aP) = ... =" =" =" gl e NI = (0)a

und somit N4 C ker ¢¥. Sei umgekehrt = € ker ¢*. Dann folgt daraus sofort
" = #*F(x) = 0, also ist x nilpotent und somit im Nilradikal. Damit gilt
auch ker ¢F C Ny. O

Lemma 2.8.25. Sei R ein Ring und f : M — N ein Homomorphismus von
R-Moduln. Dann gilt:
f(Jac(M)) C Jac(N)

Beweis. Sei n ein maximaler Untermodul von N, S := N/n und
fi=tof:M—-N—=S8.

Da n maximal ist, ist nach Proposition 2.2.12 der Modul S einfach. Somit ist
das Bild von f entweder {0} oder S. Da f ein Modulhomomorphismus ist,

93



gilt nach dem Homomorphiesatz (Proposition 2.2.3), dass M /ker f isomorph
zum Bild von f ist. Aulerdem ist ker f = f~'n =: m. Es gilt also entweder
M/m = {0} oder M/m = S. Falls M /m = {0} ist, so gilt m = M und somit
fiir einen beliebigen maximalen Untermodul m’ die Gleichung

f(m') € f(M) = f(m) Cn.

Falls M/m = S ist, so ist M/m einfach, also nach Proposition 2.2.12 auch
m maximal. Auflerdem gilt wieder

f(m) Cn.

In beiden Fillen gibt es einen maximalen Untermodul in M, dessen Bild
unter f eine Teilmenge von n ist. Somit ist f(Jac(M)) C n. Da dies fiir jeden
maximalen Untermodul n von N gilt, ist also f(Jac(M)) C Jac(N). O

Proposition 2.8.26. Sei R ein Ring, M, N R-Moduln. Dann gilt:
Jac(M & N) = Jac(M) & Jac(N)

Beweis. Betrachtet man die Inklusionshomomorphismen vps : M — M & N
und ¢ : N — M @ N, so erhélt man wegen Lemma 2.8.25 die Teilmengen-
relationen Jac(M) C Jac(M @& N) und Jac(N) C Jac(M @ N). Somit erhélt
man Jac(M) & Jac(N) C Jac(M @& N). Analog erhdlt man aus den Pro-
jektionen mpr : M ® N — M und iy : M & N — N durch das gleiche
Lemma Jac(M & N) C Jac(M) & Jac(N). Somit ergibt sich die behauptete
Gleichheit. O

Lemma 2.8.27. Sei R ein Ring, M ein R-Modul. Dann gilt:

Jac(M/Jac(M)) = {0rr/ sac(ar) }

Beweis. Nach Proposition 2.2.11 gibt es eine Bijektion zwischen den maxi-
malen Untermoduln von M /Jac(M) und den maximalen Untermoduln von
M, die Jac(M) enthalten. Da aber Jac(M) das Produkt aller maximalen
Untermoduln von M ist, enthélt jedes maximale Untermodul von M auch
Jac(M). Somit sind die maximalen Untermoduln von M /Jac(M) genau die
Inklusionen der maximalen Untermoduln von M. Ist z in Jac(M/Jac(M)),
so ist Z in allen maximalen Untermoduln von M/Jac(M) enthalten. Dann
ist jedes Urbild x von Z in M in jedem maximalen Untermodul von M ent-
halten, also auch in Jac(M). Somit ist £ = x + Jac(M) = 0p + Jac(M).
Da x € Jac(M/Jac(M)) beliebig gewihlt war, ist also Jac(M/Jac(M)) ei-
ne Teilmenge von {OM/JaC(M)} und somit sogar gleich {OM/JaC(M)}, da das
neutrale Element der Addition in jedem Untermodul enthalten ist. O
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2.8.4 Einfachheit und idempotente Elemente

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der Faktorring A/Ny4 einer endlich-
dimensionalen F,-Algebra halbeinfach ist und wie man mit Hilfe von idem-
potenten Elementen eine halbeinfache Algebra in Korper zerlegen kann.
Wie in Algorithmus 4.3.8 noch gezeigt wird, bekommt man dadurch eine
Moglichkeit, um Primideale in einer Ordnung zu bestimmen.

Definition 2.8.28. Seien K ein Korper, A eine assoziative, kommutative
K-Algebra mit Einselement und € € A. € heifit idempotent beziehungsweise
idempotentes Element, falls €2 = ¢ gilt. Die idempotenten Elemente 0 und
1 heiflen triviale idempotente Elemente, alle anderen heiflen nicht-triviale
idempotente Elemente.

Proposition 2.8.29. Seien K ein Kiorper, A eine assoziative, kommutative
K-Algebra mit Finselement und € € A ein nicht-triviales idempotentes Ele-
ment. Dann sind die Mengen Ay := ex A und Ag := (1—¢€)x A Unteralgebren
mit Einselementen € und (1 — €). Auflerdem gilt A1 @ Ay = A.

Beweis. Zunichst ist zusammen mit € auch (1 — €) ein nicht-triviales idem-
potentes Element, da (1 —¢€)? =12 —2xe+e? =1—2xe+e=1—¢ gilt und
aus (1 — €) gleich 0 oder 1 sofort € gleich 1 oder 0 folgen wiirde. Die Menge
xxA={a€A| FJye A:a=uzxy} ist fiir jedes beliebige x € A eine Un-
teralgebra von A, also insbesondere fiir z = € und z = (1 — €). Dabei ist €
ein Einselement in € * A, da fiir jedes a = e x a1 € € * A wegen € idempotent
auch exa = ex* (e*xay) = e*xa; = a gilt. Fir (1 — €) ist es ganz analog.
Es bleibt noch zu zeigen, dass A die direkte Summe von A; und As ist. Ist
a € A, so kann man a auch schreiben als

a=a—axetaxe=(l—€e)xatexac(l—e)xA+exA

Somit ist A die Summe von A; und As. Sei nun ein Element a € A sowohl in
Aj als auch in Ay. Da € ein Einselement in A; ist und (1 —¢) ein Einselement
in Ao ist, gilt also

a=ax(l—€)=a—axe=a—a=0.

Somit ist der Schnitt von A; und As gleich {0}, also ist A sogar eine direkte
Summe von A; und As. O

Lemma 2.8.30. Sei K ein Korper mit Charakteristik p. Dann gilt
{x € K | Frob(z) = a2} =Fp x 1.

Beweis. Zunéchst ist klar, dass Fpx1x C {z € K | Frob(z) = z} gilt, da fiir
jedes a € [F, nach dem kleinen fermatschen Satz die Gleichung a? = a gilt
und somit wegen Charakteristik p auch (a x 1x)P = af x 15, = a * 1 gilt.
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Da das Polynom ¢(z) = 2P — x den Grad p > 0 hat, kann ¢ nur maximal
p Nullstellen in K haben. Somit sind F,, * 1x schon alle p Nullstellen von ¢
und es gilt

{r e K| Frob(z) =z} ={r € K | ¢(x) =0} =F, x 1.
O

Lemma 2.8.31. Sei A eine einfache kommutative assoziative R-Algebra
mit Finselement. Dann ist A ein Korper.

Beweis. Die Algebra A ist mit den Voraussetzungen ein kommutativer Ring
mit Einselement und ein R-Modul und enthélt wegen der Einfachheit als R-
Modul nur die zwei trivialen Untermoduln. Somit enthélt sie als Ring auch
nur die zwei trivialen Ideale und ist somit ein Korper. O

Lemma 2.8.32. Sei K ein Kérper, p eine Primzahl, A = @;_, A; die
Zerlegung einer endlich-dimensionalen halbeinfachen IFy-Algebra in einfache

Algebren A4, ..., A, und
Pv:A — A
x = al—x
Dann gilt:
(i) dimkervy =r
(11) Falls dimkervy =1, so ist A einfach und es gilt kerp =Fp x 14

(iii) Falls dimkert > 1, so gibt es fiir jedes o € ker 1\ (Fp*14) Polynome
u,v,my, mg € Fplx] mit:
— mq,mo nicht konstant
~ al@) = mi (@) + ma(a)
—uxmi] +vxme = 1]Fp[x] (das heifit insbesondere my und mg

teilerfremd)

(iv) Seien a,u,v, m1, mo wie in (iii) , € := (uxmq)(alpha). Dann ist € ein
nichi-triviales idempotentes Element von A.

Beweis. (i) Jede einfache Algebra ist nach Lemma 2.8.31 ein Kérper, also
sind die A; Erweiterungskorper von F, mit Charakteristik p. Nach
Lemma 2.8.30 ist dann

Fp,x 14, ={x € A; | Frob(p)(z) =2} = {z € 4; | ¥(x) = 0}.

Da A die direkte Summe der A; ist, ist also der Kern von 9 [ 4, gleich
Fpx1 4, und der Kern von v gleich @;_; F,, * 14,. Also ist dim ker ¢ = r.
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(ii) Wenn dimker ) = 1 ist, gilt nach (i) auch r = 1, also A = A; fiir eine
einfache Algebra A;. Wie in (i) gilt dann [F,, * 14, = ker [4,. Wegen
A=A, ist also Fp, * 14 = ker .

(iii) Sei @ = (a1,...,0p) € @;_; Ai \ Fp * 14 ein Element mit ¢(«) = 0.
Dann gilt wie im Beweis von (i) auch o; C Fj, % 14,. Somit sind die
Minimalpolynome (o, € Fp[z] vom Grad 1. Sowohl die Addition als
auch die Multiplikation mit F, in A {ibertragen sich wegen der direk-
ten Summe auf die einzelnen Summanden A;. Somit muss ein Polynom
mit Koeffizienten in I, das o als Nullstelle hat, auch jedes a; als Null-
stelle haben. Hat ein Polynom umgekehrt alle o; als Nullstellen, so ist
auch « eine Nullstelle des Polynoms. Also ist das Minimalpolynom von
a das kleinste gemeinsame Vielfache der Minimalpolynome pi,,. Wére
Lo nicht zerlegbar in zwei teilerfremde nicht-konstante Polynome, so
miisste es eine Potenz von einem irreduziblen Polynom sein. Da das
Minimalpolynom allerdings das kleinste gemeinsame Vielfache von Po-
lynomen vom Grad 1 ist, miisste der Exponent gleich 1 sein und somit
fo ein Polynom vom Grad 1. Dann wire aber a € I, * 14, was bei
der Wahl von « ausgeschlossen wurde. Somit ist p, zerlegbar in zwei
teilerfremde nicht-konstante Polynome. Mit dem erweiterten euklidi-
schen Algorithmus findet man dann wegen der Teilerfremdheit auch
Polynome u, v mit w*mi +v*mg = 1p ).

(iv) Es gilt

(uxmi)(a) = (uxmq * 1]Fp[w])(a)
= (uxmi*(uxmi+vxma))(a)
((usm1)? + pa)(e)

(6 1) (@) + pral@) = @ +04 = &

Somit ist € ein idempotentes Element. Es bleibt zu zeigen, dass € nicht
trivial ist. Angenommen ¢ = 0. Dann ist u * m; ein Polynom mit
Nullstelle a. Da p, das Minimalpolynom von « ist, gilt dann g, | uxm;.
Gleichzeitig ist aber pu, = mq * mg, also folgt my x ma | u % my und
somit mgy | u. Dann ist aber

1F, (] =wukm] +UVxmg = UkMmg*xm + v*mg =mg* (uxmy+v),

woraus folgt, dass mo konstant ist. Dies ist aber ein Widerspruch zu
(iii). Angenommen € = 1. Dann ist v¥mg = g, [,) —u*m1 ein Polynom
mit Nullstelle . Somit gilt p | v¥mg und somit m; | v. Dies fiithrt ganz
analog zum Widerspruch, dass mq konstant ist. Also ist € nicht-trivial.

O

Theorem 2.8.33. Sei R ein Ring, M ein artinscher R-Modul. Dann ist M

genau dann halbeinfach, wenn das Jacobson-Radikal Jac(M) gleich {0pr}
15t.
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Beweis. Sei zunéchst M halbeinfach. Dann gilt M = @;_, M; fiir einfache
R-Moduln My, ..., M,. Da M; einfach ist, ist {Op7,} = {Oar} der einzige
echte Untermodul von M; und somit Jac(M;) = {0x}. Nach Proposition
2.8.26 gilt dann

Jac(M) = Jac(@D M;) = @ Jac(M;) = P {0n} = {0ur}-
=1 =1 =1

Sei umgekehrt Jac(M) = {0y} Falls M einfach ist, ist die Behauptung
gezeigt. Sei also M nicht einfach. Jeder nicht einfache Modul hat echte Un-
termoduln, die nicht {0y} sind. Sei M, ..., M,;1 eine streng monoton ab-
steigende Kette von Untermoduln M; von M. Da M artinsch ist, muss die
Kette endlich sein, das heifit es gilt » < co. Sei nun ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit die Kette maximal gewéhlt, das heifit es gebe keine Moduln
zwischen M; und M, und es sei M,+1 = {0pr}. Dann muss M, einfach
sein, da es ansonsten einen echten Untermodul N von M, gibe und die-
ser wire zwischen M, und M,;1 = {0p/}, was der Maximalitét der Kette
widerspriache. Wegen der Einfachheit von M, gilt fiir jeden maximalen Un-
termodul m von M entweder M, Nm = {0} oder M, Nm = M,. Wiirde
fiir jeden maximalen Untermodul m die Gleichung M, N m = M, gelten,
so wire M, auch im Durchschnitt der maximalen Untermoduln (also im
Jacobson-Radikal) enthalten. Dann wire aber M, C Jac(M) = {0p/} und
somit M, = {0} = M, 11, was ein Widerspruch dazu ist, dass die Kette der
M; streng monoton absteigend ist. Also muss es einen maximalen Untermo-
dul my von M mit M,Nm; = {03/} geben. Da m; maximal ist und M, wegen
M, Nmy = {0} # M, nicht in m; enthalten ist, muss der Modul M, + m;
schon ganz M sein. Somit gilt wegen M, Nmy = {05/} sogar M = M, ® m;.
Nach Proposition 2.8.26 gilt dann {05/} = Jac(M) = Jac(M,) & Jac(m;)
und somit auch Jac(my) = {0p/}. Man kann also induktiv m; weiter zerle-
gen und erhélt so eine streng monoton absteigende Kette von Untermoduln
M =:mg D m; D ... D m, und einfache Moduln N; mit m; = N; & m;4;
(wobei Ny = M, ist und NN; immer ein einfacher Untermodul von m; ist). Da
M artinsch ist, muss diese Kette endlich sein, also muss ohne Beschrankung
der Allgemeinheit my einfach sein und sich somit nicht weiter zerlegen lassen.
Es gilt dann

M:No@ﬂ‘q:No@Nl@mQZ...:@Ni@ms,

also ist M eine direkte Summe von einfachen Moduln und somit halbeinfach.
O

Theorem 2.8.34. Sei A eine assoziative, kommutative K -Algebra mit Eins-
element und (A : K) < oo. Sei Ng das Nilradikal von A. Dann ist A/Ny
eine halbeinfache K-Algebra.
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Beweis. Da K ein Korper ist, ist K nach Beispiel 2.8.6 ein artinscher Ring.
Die Algebra A ist somit endlich erzeugt iiber einem artinschen Ring, also
nach Proposition 2.8.11 ebenfalls artinsch. Somit ist A ein artinscher Ring
(mit der Algebra-Multiplikation als Ringmultiplikation). Nach Lemma 2.8.13
sind dann alle Primideale maximal, also ist das Nilradikal N4 gleich dem
Jacobson-Radikal Jac(A). Da Jac(A) ein Ideal ist, kann man die Faktoral-
gebra A := A/Jac(A) = A/N4 bilden. Nach Lemma 2.8.12 ist A wegen
A artinsch ebenfalls artinsch (da jede Algebra ein Ring ist, das Nilradikal
ein Ideal ist und die Faktoralgebra dem Faktorring entspricht). Auflerdem
gilt nach Lemma 2.8.27 die Gleichung Jac(A/Jac(A4)) = 0. Es ist also A ar-
tinsch und Jac(A) = 0, somit folgt nach Theorem 2.8.33, dass A halbeinfach
ist. O

2.9 Norm, Spur und Diskriminante

In diesem Abschnitt werden die Begriffe Spur, Norm, Spurform und Diskri-
minante einer Algebra beziiglich einer Basis eingefiihrt.

Definition 2.9.1. Sei L | K eine endliche Kérpererweiterung, o € L. Dann
definiert man:

Ny | k(@) :=detm(a) Norm von a beziiglich L | K
Try | k(@) :=tr m(a) Spur von «a beziiglich L | K
Bemerkung 2.9.2. Die Norm ist multiplikativ und die Spur ist additiv.

Definition 2.9.3. Sei k ein Korper und A eine assoziative k-Algebra mit
Dimension n. Die Spurform auf A ist die folgende Abbildung:
< >4 AXA =k
(v,w) = <v,w >a=tr m(vx*w)
Definition 2.9.4. Sei k ein Korper, A eine assoziative k-Algebra mit Basis

ai,...,ay und
< >pAXA—k

die Spurform auf A. Dann nennt man die Matrix

<ai,a1 >4 ... <a1,0np >A
M = . ...
< Qp,a1 >4 ... <Qp,Qp >A
die Darstellungsmatrix der Spurform auf A beziiglich der Basis aq, ..., a,.
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Definition 2.9.5. Sei k Korper, A eine assoziative k-Algebra, B eine k-
Basis von A und Mp die Darstellungsmatrix von < -, - >4 beziiglich B.
Dann heifit

dB(A> = det(MB)

die Diskriminante von A beziiglich B.
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Kapitel 3

Algebraische Zahlentheorie

In diesem Kapitel wird untersucht, inwieweit man Ideale in bestimmten
Unterringen von Zahlkérpern (sogenannten Ordnungen) in Primideale zer-
legen kann. Dafiir werden im Abschnitt 3.1 zunédchst die Begriffe Zahlkorper,
Moduln (in Zahlkérpern), Ordnungen (von Zahlkdrpern) und (gebrochene)
Ideale (von Ordnungen) erliutert und einige Eigenschaften dieser Objek-
te bewiesen. Mit Hilfe des Begriffs der Bewertung, der im Abschnitt 3.2
eingefithrt wird, kann in Abschnitt 3.3 eine spezielle Bewertung eingefiihrt
werden (die Bewertung an invertierbaren Primidealen). Im Verlauf von Ab-
schnitt 3.3 wird erldutert, wie man mit Hilfe dieser Bewertung (gebroche-
ne) Ideale von Ordnungen teilweise in Primidealpotenzen zerlegen kann. Es
konnen dabei jedoch nur invertierbare Primideale aus Idealen herausfaktori-
siert werden. Deshalb werden in diesem Abschnitt auch einige Aquivalenzen
bewiesen, mit denen man bestimmen kann, ob ein Primideal invertierbar ist.
Zusatzlich wird noch gezeigt, dass in der Maximalordnung eines Zahlkorpers
alle Primideale invertierbar sind und somit Ideale in der Maximalordnung
vollstéandig zerlegt werden kénnen. Es wird sogar bewiesen, dass diese Zerle-
gung eindeutig ist. Auch wenn in diesem Kapitel schon einige Algorithmen
vorbereitet werden, folgt die genaue Beschreibung und Umsetzung der Al-
gorithmen erst im néchsten Kapitel. Viele Beweise des Kapitels orientieren
sich an Beweisen in [Ger09], wobei in [Ger09] teilweise allgemeinere Aussa-
gen gezeigt werden.

3.1 Grundbegriffe

Definition 3.1.1. Ein (algebraischer) Zahlkorper K ist eine endliche
Erweiterung von Q.

Bemerkung 3.1.2. Da jede endliche Kérpererweiterung algebraisch ist, ist
auch jeder Zahlkorper algebraisch iber Q (vergleiche [Fisll, S.259]).

Notation. Im gesamten Kapitel iiber Algebraische Zahlentheorie sei K ein
beliebiger Zahlkorper, sofern nicht anders definiert.
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3.1.1 Moduln

In diesem Abschnitt werden Moduln in Zahlkorpern definiert und es wird
gezeigt, dass Moduln in Zahlkérpern frei sind. Auflerdem wird der Quo-
tient von Moduln eingefiihrt, der benutzt wird, um Ordnungen von Mo-
duln zu erzeugen und Inverse von (gebrochenen) Idealen zu bestimmen (ver-
gleiche die folgenden Abschnitte iiber Ordnungen und gebrochene Ideale).
Schliefllich wird noch die Diskriminante von Moduln eingefiihrt und mit der
Diskriminanten-Index-Formel ein Zusammenhang zwischen dem Index von
ineinander enthaltenen Moduln und Diskriminanten hergestellt. Die Diskri-
minante liefert ein Indiz dafiir, welche Primideale iiber einem gegebenen
Ideal liegen konnen (vergleiche Abschnitt 3.3.1).

Definition 3.1.3. Ein Modul m in K ist ein endlich erzeugter Z-Unter-
modul von K. Der Modul m heifit vollstindig, wenn er eine QQ-Basis von
K enthalt.

Proposition 3.1.4. Sein := [K : Q] und m ein Modul in K. Dann gilt:
i) m ist ein freier Modul.
ii) rg(m) < n, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn m vollstindig ist.

Beweis. (i) Sei m € m ein Torsionselement, das heifit r x m = 0 fiir ein
r € Z\ {0}. Dann gilt:

Terysm=rtx(rsm)=r1x0=0

m = (r
Somit ist 0 das einzige Torsionselement in m, also ist m torsionsfrei.
Da aber m endlich erzeugt ist, folgt nach Korollar 2.8.15 daraus, dass
der Modul frei ist.

(ii) Nach (i) ist der Modul m frei. Somit ist der Rang von m wohldefi-
niert und es gilt m = Z&(™) Es gibt also rg(m) Z-linear unabhingige
Elemente in m, die m erzeugen. Diese sind dann aber auch Q-linear
unabhéngig. Da K jedoch den Grad n iiber Q hat, kann es in K nicht
mehr als n Elemente geben, die Q-linear unabhéngig sind. Somit gilt
rg(m) < n. Ein Modul ist genau dann vollstandig, wenn er eine Q-Basis
von K enthilt, also n = [K : Q] Elemente, die Q-linear unabhéngig
sind. Dies ist genau dann der Fall wenn rg(m) gleich n ist.

O

Lemma 3.1.5. Der Schnitt von zwei vollstandigen Moduln my, mg ist voll-
standig.

Beweis. Da m; und mo vollstindig sind, gibt es Q-Basen bq,...,b, € my
und my,...,my, € mo von K. Fiir jedes Element b; gibt es dann Elemente
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Qil, - --Qin € Q, so dass b; = Z?:l gij * mj gilt. Sei nun s € Z der Haupt-
nenner aller ¢;;. Dann gilt s % b; = 2?21 s % ¢;j *m;. Da s der Hauptnenner
der g;; ist, ist also s * b; eine Z-Linearkombination von den m; und somit
in my enthalten. Auflerdem sind die s * b; als Z-Vielfache von Elementen
in m; auch in my enthalten. Somit sind die s * b; in m; N my enthalten. Da

bi,...,b, eine Q-Basis von K ist und s € Z gilt, ist auch s*by,...,s* b,
eine Q-Basis von K. Also enthélt m; Nms eine Q-Basis von K und ist somit
vollstandig. O

Definition 3.1.6. Seien m; und mg # [0]z Moduln in K. Dann heif}t
m%me :={a e K |a*xmy Cmy}
der Quotient von my; und mo.
Proposition 3.1.7. Seien my, mo Moduln in K.
(i) Fiir jede Z-Basis m1, ..., m, von my gilt mi%my = (;_, (m;1 *my ).
(11) my%my ist ein Modul in K.
(11i) Ist my wvollstindig, so ist auch my%my vollstindig.

Beweis. (i) Sei zundchst a € m;%my. Dann gilt a * my C my, also ins-
besondere a * m; C my fur alle ¢ € {1,...,r}. Damit ist ¢ in jedem
mi_1 * my enthalten und somit auch in ihrem Schnitt. Sei umgekehrt
a € Ni—y (m; " *my). Dann gilt axm; € my fiir alle i. Damy, ..., m, ei-
ne Z-Basis von my ist und my ein Z-Modul ist, gilt also auch axmy C my
und somit a@ € m;%ms.

(ii) Sei myq,...,m, eine Z-Basis von my. Nach (i) gilt dann

T

m; %my = ﬂ (ml_l * ml).
=1

Somit ist my%ms als Schnitt von endlich vielen Z-Untermoduln von
K ebenfalls ein Z-Untermodul von K. Da m; ein endlich erzeugter
Modul iiber Z ist, ist auch ml_1 *my ein endlich erzeugter Modul iiber
Z. Somit ist nach Proposition 2.8.11 wegen Z noethersch auch der
endlich erzeugte Z-Modul mfl * m1 noethersch. Damit ist der Schnitt
Ni_; (m; !+ my) als Untermodul von m; ' *m; ebenfalls endlich erzeugt
und somit m;%msy ein Modul in K.

(iii) Sei mq,...,m, eine Z-Basis von mg. Ist der Modul m; vollstindig,

so enthélt er eine Q-Basis bq,...,b, von K. Dann sind aber auch die
1

Elemente mi_l *byy.on ,mi_1 * b, eine Q-Basis von K und in m; " xmy

enthalten. Somit sind die m; '*m; vollstéindig. Da nach (i) der Quotient
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der Schnitt iiber die m; !« my ist und nach Lemma 3.1.5 der Schnitt
von zwei vollstdndigen Moduln wieder vollstdndig ist, zeigt man durch
Induktion nach r, dass m;%msy vollstindig ist.

O]

Definition 3.1.8. Sei m ein vollstindiger Modul in K, B eine Basis von
m. Dann heifit d(m) := dp(K) die Diskriminante von m. Dabei bezeichnet
dp(K) die Diskriminante aus Definition 2.9.5, das heifit die Determinante
der Darstellungsmatrix der Spurform auf K beziiglich B.

Bemerkung 3.1.9. Die Definition ist wohldefiniert, das heifst unabhdingig
von der Wahl der Modulbasis B.

Beweis. Seien B, B’ zwei Z-Basen von m. Seien M, M’ die Darstellungsma-
trizen der Spurform auf K beziiglich der Basen B, B’ (vergleiche Definition
2.9.4) und sei T := Tg/ die Transformationsmatrix von B nach B’. Da
B und B’ Z-Basen des gleichen Z-Moduls sind, muss die Transformations-
matrix Koeffizienten in Z haben und somit ihre Determinante in Z sein.
Auflerdem ist die Transformationsmatrix invertierbar, also ist ihre Deter-
minante sogar eine Einheit in Z, das heifit detT = detT? = +1. Wegen
M =Tt M'+T (beziehungsweise M = T+ M’ +T*, wenn man statt Spalten
mit Zeilen rechnet) gilt also

dp(K) = det M = (det T)? x det M’ = det M’ = dp/(K).
O

Theorem 3.1.10 (Diskriminanten-Index-Formel). Seien my, mo vollstindi-
ge Moduln in K mit mg C my. Dann gilt:

d(mz) = (m1 . m2)2 * d(ml)

Beweis. Sei B; eine Basis von my und By eine Basis von my. Sei T := Tg;
die Transformationsmatrix von By nach Bj. Seien My, M5 die Darstellungs-
matrizen der Spurform beziiglich By, By. Dann gilt My = T« My «T (beim
Rechnen mit Spalten). Da die beiden vollstindigen Moduln den gleichen
Rang haben, gilt nach Lemma 2.8.17, dass der Index von m; iiber mo end-
lich und gleich dem Betrag der Determinante der Smith-Normalform S von
T ist. Die Smith-Normalform entsteht aber durch Multiplikation mit inver-
tierbaren Matrizen U,V {iber Z, die Determinante +1 haben. Somit folgt:

d(mg) = det My = (detT)? x det M
(det UH)? x (det S)?  (det V)2 * det My
= (det 5)2 x det Ml = (ml : m2)2 * d(ml)
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3.1.2 Ordnungen

In diesem Abschnitt werden Ordnungen eingefithrt und erldutert, wie man
Ordnungen iiber vollstdndigen Moduln erzeugt. Auflerdem wird gezeigt, dass
Ordnungen noethersch sind und es eine Maximalordnung gibt, die alle ande-
ren Ordnungen enthélt und dem ganzen Abschluss von Z in K entspricht. Es
wird auch erldutert, warum man durch Multiplikation mit geeigneten Ska-
laren jeden Modul in beliebige Ordnungen bringen kann. Schliefilich wird
noch der Begriff des Fiihrers einer Ordnung eingefiihrt. Es wird in einem
spéiteren Abschnitt noch gezeigt, dass dieser in einem Zusammenhang mit
der Invertierbarkeit von Primidealen in Ordnungen steht (siehe Theorem
3.3.28).

Definition 3.1.11. Eine Ordnung O in K ist ein vollstdndiger Modul, der
gleichzeitig ein Unterring von K ist.

Bemerkung 3.1.12. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels sei O eine belie-
bige Ordnung in K, sofern nicht anders definiert.

Proposition 3.1.13. Jede Ordnung O in K ist noethersch.

Beweis. Nach Definition ist O ein Modul, also ein endlich erzeugter Z-
Untermodul von K. Nach Proposition 2.8.11 ist jeder endlich erzeugte Modul
iiber einem noetherschen Ring wieder noethersch. Somit folgt die Behaup-
tung, da Z ein Hauptidealring und somit nach Beispiel 2.8.5 noethersch
ist. O

Bemerkung 3.1.14. i) Aus einem vollstindigen Modul m kann man mit
dem Quotienten Ord(m) := m%m = {a € K | a xm C m} eine zu m ge-
horige Ordnung konstruieren. Man nennt diese die Ordnung von m.

ii) Fir jede Ordnung O gilt Ord(O) = O. Insbesondere ist jede Ordnung
die Ordnung von einem vollstindigen Modul (ndmlich von sich selbst).

Beweis. 1) Nach Proposition 3.1.7 (iii) ist m%m ein vollstéandiger Modul,
da m vollstédndig ist. Damit dieser ein Unterring von K ist, muss nur
noch gezeigt werden, dass das multiplikative neutrale Element 1 ent-
halten ist und m%m beziiglich x abgeschlossen ist. Man sieht aber sofort,
dass 1x *m=m C m gilt und aus a*m C m und 8 *m C m folgt

(axfB)sm=ax(f*xm) CaxmCm.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

ii) Sei O eine Ordnung, also insbesondere ein vollsténdiger Modul. Da O

ein Ring ist, gilt fiir alle @ in O die Inklusion a * O C O. Somit ist

O C 0%0. Umgekehrt gilt fiir alle « € O%O auch a * O C O, also

insbesondere o = ax1lx € @. Deshalb ist auch O%O C O. Damit wurde
gezeigt, dass Ord(O) = O%0O = O ist und somit die Behauptung.

O
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Lemma 3.1.15. Seien O1, Oy zwei Ordnungen in K. Dann ist das Produkt
O = 01 % Oy ein vollstindiger Modul und O1, Oy sind in der Ordnung
Ord(O1,03) := Ord(Oq x O3) enthalten.

Beweis. Als Produkt von Z-Untermoduln von K ist O ein Z-Untermodul
von K. Da 1 € O gilt, ist auch O1 x1 C O1 * Q3. Somit enthélt O ganz Oy,
also insbesondere die Q-Basis von K, die wegen der Vollstandigkeit in O
enthalten ist. Also ist auch O vollstindig und es kann die Ordnung Ord(QO)
gebildet werden. Sei myq,...,m, eine Z-Basis von Oy und mz,...,m, eine
Z-Basis von Oy. Dann sind die Elemente m;; = m; * m; ein Z-Erzeugenden-
system von O. Sei 0 € O;. Es ist zu zeigen, dass ox O C O gilt. Dafiir reicht
es zu zeigen, dass o * m;; C O gilt fiir alle m;;. Dies folgt aber direkt aus

0% my; = 0% (mi xmy;) = (0% my) xmj C O * Oy

Somit ist 0 € Ord(0O), also insgesamt @7 C Ord(O). Analog dazu kann man
auch zeigen, dass Oz C Ord(O) gilt. O

Theorem 3.1.16. Es gibt eine Ordnung Ok in K, die alle Ordnungen in K
enthdlt. Diese ist somit eindeutig und man nennt sie die Maximalordnung
von K.

Beweis. Sei (O;);en eine aufsteigende Kette von Ordnungen beziiglich In-
klusion. Nach Lemma 3.1.10 [Diskriminanten-Index-Formel| ist die dazu-
gehorige Diskriminantenfolge d(O;);en eine monoton absteigende Folge von
Zahlen in N oder eine monoton aufsteigende Folge von Zahlen in —N. So-
mit wird die Diskriminantenfolge stationédr und damit auch die Folge der
Ordnungen, da nach Lemma 3.1.10 [Diskriminanten-Index-Formel] zwei echt
ineinander enthaltene Ordnungen unterschiedliche Diskriminanten haben.
Insbesondere ist die Kette der Ordnungen nach oben beschrankt. Nach dem
Lemma von Zorn folgt also, dass es ein maximales Element in der Menge der
Ordnungen von K gibt. Sei nun ein solches maximales Element O und eine
beliebige Ordnung O gegeben. Dann enthélt nach Lemma 3.1.15 die Ord-
nung Ord(Og, O) sowohl Ok als auch O. Wegen der Maximalitidt von O
gilt also O C Ord(Og, Q) = Ok und damit ist die Behauptung gezeigt. [

Proposition 3.1.17. Sei O eine Ordnung in K und a € O. Dann ist «
ganz tiber 7.

Beweis. Die Ordnung O ist ein endlich erzeugter Z-Untermodul von K.
Somit ist O | Z eine endliche Ringerweiterung und damit nach Lemma 2.4.3
jedes Element o € O ganz iiber Z. O

Korollar 3.1.18. Die Ordnung Ok stimmt mit dem ganzen Abschluss 7%
von Z in K idberein.
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Beweis. Nach Proposition 3.1.17 ist jedes Element in Ok ganz iiber Z. Noch
zu zeigen ist, dass jede ganze Zahl {iber Z in einer Ordnung enthalten ist
und somit auch in der Maximalordnung. Sei o € K ganz iiber Z und O eine
beliebige Ordnung von K. Dann ist « auch ganz {iber O, da Z C O gilt. Nach
Lemma 2.4.4 ist dann OJ[a] ein endlich erzeugter O-Modul. Der Modul O ist
aber ein endlich erzeugter Z-Modul, also ist O[] auch ein endlich erzeugter
Z-Modul und somit wegen Ola] C K ein Modul in K. Da O eine Q-Basis
von K enthilt, enthélt auch Ola] eine Q-Basis von K, ist also vollsténdig.
AuBlerdem ist O[a] ein Unterring von K und somit sogar eine Ordnung. Es
folgt o C Ola] C Ok. O

Definition 3.1.19. Wegen Korollar 3.1.18 nennt man Ok auch den Ganz-
heitsring von K.

Definition 3.1.20. Sei K ein Zahlkorper, O eine Ordnung in K. Dann ist
der Modul o := O%Ok ={z € K | % O C O} ein Ideal und heifit der
Fiihrer von O.

Beweis. Da der Quotient O%QOk ein Modul in K ist, ist er insbesondere
eine Untergruppe von (K, +). Er ist auflerdem in O enthalten, da fiir alle
x € O%0Ok die Gleichung = x O C O gilt, also insbesondere x x 1 € O.
Somit ist der Quotient sogar eine Untergruppe von (O, +). Es bleibt noch
zu zeigen, dass der Quotient abgeschlossen beziiglich Multiplikation mit O
ist, aber das ist aufgrund von O C Og und z * Og C O Kklar. O

Bemerkung 3.1.21. Der Fiihrer ist das gréfste Ideal von Ok, das auch ein
Ideal in O ist. Betrachtet man den Fihrer von Ok, so erhdlt man:

SOK = OK%OK = OTd(OK) = OK = (1)(91(
Proposition 3.1.22. Sei O eine Ordnung in K.

(i) Seix € K. Dann gibt es ein z € Z mit zxx € O.

(ii) Sei m ein Modul in K. Dann gibt es ein z € Z mit zxm C O.

Beweis. (i) Seiay,...,a, eine Q-Basis von K, die in O enthalten ist. Diese
existiert, da O ein vollstandiger Modul ist. Dann lésst sich z € K als
Linearkombination

T=q1*a1+Qq2*xaz2+ ...+ qn*ay

schreiben mit Elementen ¢1, ..., ¢, € Q. Sei z der Hauptnenner der ;.
Dann folgt:

* 2 * Z %z
T = q1*a1+qoxa2+...+qn*ay = qlz *a1+QQZ *as+. . ._i_QnZ *ay,
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Setzt man nun z; := ¢; * z, so ergibt sich
Z2xx =2z1%a1 +zoxa2+ ...+ 2y *an

Da z der Hauptnenner der ¢; ist, sind die z; in Z. Auflerdem sind die
a; in O, also ist z * x eine Z-Linearkombination von Elementen in O
und somit in O enthalten.

(ii) Seimy,...,m, ein Z-Erzeugendensystem von m. Nach (i) gibt es z; € Z
mit z; x m; € O. Sei z das kleinste gemeinsame Vielfache von den z;.
Dann sind die Elemente z * m; ebenfalls in . Alle Elemente aus m
sind Z-Linearkombinationen der m;, somit sind alle Elemente aus z*m
auch Z-Linearkombinationen von der Menge der z * m; € O. Damit ist
z+m C O.

O

3.1.3 Gebrochene und ganzzahlige Ideale

In diesem Abschnitt werden gebrochene und ganzzahlige Ideale von Ordnun-
gen definiert und der Zusammenhang mit dem tiblichen Idealbegriff und mit
vollstandigen Moduln erldutert. Aulerdem wird Invertierbarkeit von gebro-
chenen Idealen definiert und gezeigt, wie man das Inverse eines gebrochenen
Ideals berechnen kann (sofern es existiert).

Definition 3.1.23. Sei a ein O-Untermodul von K, der von endlich vielen
Elementen aq,...,a, erzeugt wird. Dann nennt man a ein gebrochenes
Ideal von O.

Notation. Das gebrochene Ideal a aus der obigen Definition wird im fol-
genden auch als (ai,...,an)o oder (falls O klar ist) auch als (a1,...,an)
bezeichnet.

Definition 3.1.24. Sei a = (ay, ..., a,)o ein gebrochenes Ideal von O. Sind
die Erzeuger aq, ..., a, in O, so nennt man das Ideal ein ganzzahliges Ide-
al von O. Wird ein gebrochenes/ganzzahliges Ideal von genau einem Ele-
ment a € K erzeugt, so nennt man a = (a)p ein gebrochenes/ganzzahliges
Hauptideal von O.

Bemerkung 3.1.25. Die ganzzahligen Ideale der Ordnung O sind genau
die Ring-Ideale im Ring O.

Beweis. Ist a ein ganzzahliges Ideal von O, so ist es ein O-Untermodul von
K, der wegen der Ganzzahligkeit in O enthalten ist. Damit ist a ein O-
Untermodul von O und somit ein Ring-Ideal.
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Ist a ein Ring-Ideal, so ist es ein O-Untermodul von O. Da O noethersch
ist, ist nach Theorem 2.8.4 der Untermodul a endlich erzeugt iiber O und
somit auch endlich erzeugt iiber Z, da O ein endlich erzeugter Z-Modul ist.
Damit ist a ein gebrochenes Ideal. Da die Erzeuger in O sind, ist es sogar
ein ganzzahliges Ideal.

O

Proposition 3.1.26. (i) Jeder vollstindige Modul m in K ist ein gebro-
chenes Ideal von Ord(m).

(11) Jedes gebrochene Ideal a # (0)o von einer Ordnung O von K ist ein
vollstindiger Modul in K.

Beweis. (i) Der Modul m ist ein Z-Untermodul von K und somit insbe-
sondere eine Untergruppe von (K, +). Die Ordnung Ord(m) von einem
vollstdndigen Modul m sind die Elemente in K, die man mit ganz m
multiplizieren kann, ohne den Modul zu verlassen. Somit ist m abge-
schlossen beziiglich Multiplikation mit Ord(m). Da der Modul m schon
als Z-Modul endlich erzeugt ist, ist er auch als Ord(m)-Modul endlich
erzeugt. Also ist er ein gebrochenes Ideal von Ord(m).

(ii) Das gebrochene Ideal a = (ay, ..., a,)o entspricht dem Modul-Produkt

[a1,...,a;]z %O, ist also ein Modul in K. Da O vollsténdig ist, enthilt

O eine Q-Basis by,...,b, von K. Dann ist aber aj *by,...,a1 xb,

ebenfalls eine Q-Basis von K und in a enthalten (wobei ohne Be-

schrinkung der Allgemeinheit a; # 0 vorausgesetzt wird), da Mul-

tiplikation mit einem Zahlkorperelement ungleich 0 die Q-lineare Un-
abhéngigkeit erhélt.

O

Korollar 3.1.27. Seia = (ay,...,a,)o ein gebrochenes Ideal von O. Dann
gibt es ein z € Z, so dass z x a ein ganzzahliges Ideal in O ist.

Beweis. Da a nach Proposition 3.1.26 ein Modul ist, gibt es nach Proposition
3.1.22 ein Element z € Z, so dass z x a C O gilt. Auflerdem ist z % a ein
gebrochenes Ideal, das von z % aq, ...,z * a, erzeugt wird. Somit ist z * a ein
ganzzahliges Ideal in O. 0

Definition 3.1.28. Sei a ein gebrochenes Ideal von O. a heifit invertierbar
(in ), falls es ein gebrochenes Ideal b gibt, so dass ax b = (1)p = O gilt.

Proposition 3.1.29. (i) Sei a = (a)p ein gebrochenes Hauptideal mit
a # 0. Dann ist a in O invertierbar.

(ii) Seia =T][._, a; ein Produkt von gebrochenen Idealen. Dann ist a genau
dann invertierbar, wenn alle a; invertierbar sind.
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Beweis. (i) Der Erzeuger a # 0 ist in (K, %) invertierbar und mit dem
gebrochenen Hauptideal (a~!)o ergibt sich
(@)o* (e Ho =(axaHo = (1)o.
Damit ist a invertierbar.
(ii) Sei zunéchst a = [[;_, a; invertierbar mit Inversem b. Dann gilt:
Ak (ap %, @ %A k.. k0 %0) = (agx...xa.)xb=axb=(1)p

Somit ist jedes a; invertierbar. Seien nun umgekehrt alle a; invertierbar
mit Inversen b;. Dann gilt:

T

ax (JTo:) = ([Ta) () =[] (e %6:) =] Mo = D)o
=1 =1 i=1

i=1 =1

Somit ist auch a invertierbar.

Proposition 3.1.30. Definiere fiir jedes gebrochene Ideal a von O:
a:=0%a={re K |zxaC O}
Dann ist a genau dann invertierbar, wenn axa = (1)o = O gilt.

Beweis. Sei zunichst a invertierbar. Dann gibt es ein gebrochenes Ideal b
mit bxa = (1)p. Somit bleibt fiir jedes b € b das Produkt bxa in O. Deshalb
gilt b C a. Es folgt sofort:

(Nop=axbCaxaCc O=(1)o

Damit ist a ein Inverses (beziehungsweise das Inverse) zu a. Die Riickrich-
tung folgt direkt aus der Definition von Invertierbarkeit. O

Notation. Im Folgenden wird a auch als a~! bezeichnet, wenn bekannt ist,
dass das Ideal invertierbar ist.

3.2 Bewertungen

Damit im néchsten Abschnitt die Bewertung iiber Primideale leichter ein-
gefiihrt werden kann, werden hier zunéchst die allgemeineren Begriffe ,,Be-
wertung® und ,,diskrete Bewertung* definiert. Es wird auflerdem dargestellt,
wie man jeder surjektiven Bewertung einen Bewertungsring zuordnen kann
und jedem Bewertungsring eine surjektive Bewertung. Schliefllich werden
einige Figenschaften und Sétze der Bewertung bewiesen, die im néchsten
Abschnitt bendtigt werden. Einige der Beweise orientieren sich dabei an
[Kir04].
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3.2.1 Definitionen

Definition 3.2.1. Sei k ein Korper, £* = (k \ {0}, %) die Einheitengruppe
von k. Sei (G, +,>) eine total geordnete abelsche Gruppe und (Goo, +,>)
der total geordnete abelsche Monoid, der durch Erweiterung von G mit oo
entsteht, das heifit:

Goo = GU{oo}
r+oo = %) VieGy
oo > T VizedlGy

Dann heifit eine Abbildung v : k — G, (Exponential-)Bewertung, wenn
sie fiir alle z,y € k die folgenden Eigenschaften erfiillt:

a) v(r) =00z =0
b) v(z +y) > min(v(z),v(y))
&) vz *y) = v(x) + v(y)

Bemerkung 3.2.2. Man kann annehmen, dass die Bewertung surjektiv ist,
da ansonsten G = v(k*) eine geordnete abelsche Untergruppe von G ist. Die
Bewertung ist dann surjektiv auf Gso

Lemma 3.2.3. Sei R ein Integrititsring mit Quotientenkérper k, (G, +,>)
eine total geordnete abelsche Gruppe und v : R — Go eine Abbildung, die
fir a,b € R* = R\ {Ogr} die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) 7(0R) =
(ii) J(R*) = G+ = {z € G | z > 0g}
(i#i) (a+b) > min(#(a), 5(b))
(iv) v(axb) =v(a)+ v(b)
Dann ist die Abbildung

v:k — G

% —  (a) — o(b) VaeRbeR\{0g}

wohldefiniert und eine surjektive Bewertung auf k.

Beweis. Die beiden Eigenschaften (iii) und (iv) von o fiir a,b € R\ {Or}
gelten auch fiir a,b € R, da ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir a € R,
b = Op folgendes gilt:

v(a+Or) = v(a) = min(z(a), 00) = min(7(a), 7(0r))

v(a*0r) =0(0r) =00 =v(a)+ oo =rv(a) + 7(0R)



Mit diesen Eigenschaften kann man nun die Wohldefiniertheit und die Be-
wertungseigenschaften fiir die Abbildung v zeigen. Fiir die Wohldefiniertheit

betrachte man zwei verschiedene Darstellungen 7, ¢ eines Elements x € £,

wobei a,c € R und b,d € R\ {Or} gilt. Da R ein Integritétsring ist, gilt
dann die Gleichung a * d = b * c. Somit gilt

v(a)+v(d) =v(axd) =0(bxc)=1v(b) + v(c).

Daraus folgt
a c

v($) = ola) = #(b) = (e) - 7(d) = (")

und somit die Wohldefiniertheit. Nun sind noch die Eigenschaften der Be-
wertung und die Surjektivitdt zu zeigen.

a) Wegen
I)(lR) = I)(lR * 1R) = ﬁ(lR) + 17(13)

gilt 7(1g) = Og. Somit ist
I/(Ok) = ﬁ(OR) - D(lR) =0 — OG = Q.
Ist umgekehrt v($) = oo fiir a € R, b € R\ {Or}, so gilt

%0 = 00 + i(b) = y(%) +(b) = i(a).

Nach Voraussetzung ist aber v(a) € Gt # oo fiir a # Ogr. Somit gilt
a = Og und deshalb 7 = 0.

b) Seien r = §,y = § € kmit a,c € R, b,d € R\ {Ogr}. Dann gilt

viz+y) = v(%+5) =v(*“te) = i(ad + be) — 7(bd)
> min{r(ad),v(bc)} — v(bd)
= min{v(ad) — v(bd),v(bc) — v(bd)}
= m%n{y(a—d),u(@)} =min {v($),v(5)}

|

=
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—
=
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<
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viexy) = v(gg)=rvlac) —v(bd) = (¥(a) + v(c)) — (2(b) + v(d))
= v(a) —0(b) +v(c) —0(d) = v(}) +v(§
— v+ o)

Damit sind die Eigenschaften einer Bewertung erfiillt. Sei nun z € G U {cc}.

Es ist zu zeigen, dass z im Bild von v ist. Fiir z = oo gilt z = v(0). Gilt
. CmlN ol @\ i o X .

z € Gund z > Og, so ist z = v(a) = v({%) fiir ein a € R* wegen (ii). lI)st

hingegen z € G mit z < Og, so ist —z = O¢ und somit —z = (b) = v(5;)

fiir ein b € R*. Damit ist aber z = 0 — #(b) = U(1g) — #(b) = v(3). O
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Beispiel 3.2.4. Sei G = {0¢}. Die Abbildung

v: k — G
z = Og Vaoek”
0p — o0

definiert offensichtlich eine Bewertung. Man nennt diese die triviale Bewer-
tung von k. Hat das Bild einer Bewertung noch andere Werte als Og und
00, so nennt man sie nicht-trivial.

Definition 3.2.5. Sei R ein Integritatsring, k£ sein Quotientenkorper. Dann
heifit R Bewertungsring, wenn fiir jedes x € k™ mindestens eines der
Elemente z, 2z~ ! in R ist.

Beispiel 3.2.6. Sei v : £k — G4 eine Bewertung. Dann ist die Menge
R, :={x €k |v(x) > 0g} ein Bewertungsring.

Beweis. Es gilt v(0) = 0o > 0¢ und somit 0y € R,. Da v eine Bewertung
ist, gilt auBerdem fiir zwei Elemente a,b € R,

v(ia+b) > min{v(a),v(b)} > 0g
viaxb) = wv(a)+rv()>0qg+0c=0¢.

Also ist R, ein Unterring vom nullteilerfreien kommutativen Ring k& und
somit ebenfalls nullteilerfrei und kommutativ. Wegen

v(lgp) =v(1g * 1) = v(1g) + v(1g)

ist v(1x) = O¢ und somit 1 € R,. Damit ist R, ein Integritéitsring. Be-
trachtet man nun ein Element z € k*, so muss man nur zeigen, dass aus
r ¢ R, sofort 7! € R, folgt. Ist x ¢ R,, so gilt insbesondere 0g > v(z).
Damit folgt

v =0g +v™) >v@) +vie) =v@xz™) =v(1) = 0g
und somit z~! € R,,. ]

Lemma 3.2.7. Sei R ein Bewertungsring, k sein Quotientenkdrper. Sei
(G, ®, >) definiert durch die Faktorgruppe k*/R*, das heifst

G = k)R

[x] = xxR*€k*/R*
[Zloly] = (z*xy)*R =[xy
2] >y & “eRcCk

Y

wobei x,y € k* sind. Dann ist (G, ®,>) eine total geordnete abelsche Grup-
pe.
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Beweis. Zunichst ist (G, ®) als Faktorgruppe eine Gruppe. Wegen R kom-
mutativ ist (k*,*) kommutativ und somit auch die Faktorgruppe G. Man
beachte, dass das neutrale Element Og durch [1x] = 1 * R* gegeben ist. Es
ist noch zu zeigen, dass die Ordnungsrelation total, reflexiv, transitiv und
vertréglich mit der Gruppenstruktur ist.

a) Totalitéit: Die Ordnungsrelation ist fiir alle [a], [b] € k*/R*, a,b € k*
definiert, da wegen R Bewertungsring § € R oder g € R gilt und somit
[a] > [b] oder [b] > [a] gilt.

b) Reflexivitit: Fiir x € k* gilt £ = 1, = 1z € R und somit [z] > [z].

c¢) Transitivitéit: Fir z,y, 2z € k* gilt

2] = [y Ay =[] & JEeERNIER
= I=3riER & [1]=[]

d) Vertriglichkeit mit Gruppenstruktur: Fiir z,y, z € k* mit [x] > [y] gilt
2 € R. Also ist 722 = ¥ € R und somit auch

(2] © [2] = [z x 2] = [y x 2] = [y] @ [2].

O]

Beispiel 3.2.8. Sei R ein Bewertungsring, k = R\ {0z} 'R sein Quotien-
tenkorper. Sei (G, @) := (k*/R*, ®) die Faktorgruppe der Einheitengruppen
von k und R. Dann ist

vik - GUoo
0p — oo
x — [z]:=xxR"

eine surjektive Bewertung auf dem Quotientenkdrper k von R, wobei die
Ordnungsrelation auf G durch [a] > [b] < § € R definiert ist.

Beweis. Nach Lemma 3.2.7 ist (G, @, >) eine total geordnete abelsche Grup-
pe. Da fiir € R* die Aquivalenz [z] > 0 = [1;] & « = {- € R gegeben
ist, ist die Abbildung

v ige: R\{Or} = GT:={[z] € G | [2] 2 0c} = {[z] | z € R"}

eine surjektive Abbildung in die positive Menge der total geordneten abel-
schen Gruppe G. Es gilt auBerdem v(0g) = v(0x) = co und die Abbildung
v:=v [ erfillt fiir alle z,y € R\ {0} die Eigenschaften

(i) 7(z +y) = min{o(z), v(y)}
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(i) o(zxy) =v(z) & r(y),

da folgendes gilt:

(i) Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit min {7 (z), 7(y)} = 0(y), das
heifit 7(z) > v(y) und somit £ € R. Dann gilt xyﬁ =5 +t1r € Rund
somit 7(x 4 y) > v(y) = min fﬁ(m), v(y)}

(ii) o(z*xy)=(z*xy)* R* =z« R*Qy*x R* =v(x) ®0(y)

Nach Lemma 3.2.3 ist also die Abbildung
Vik - GUx
a

> = a)e () YaeRbe R\ {0r}

eine surjektive Bewertung auf k. Man sieht leicht, dass v/ mit der Abbildung
v iibereinstimmt, da fiir a,b € R*

v(§) = [%] =¢xR* =axR*® (b7 1) * R
= axRO0bxR) t=v(@)ovbd) = vla)oib)

gilt und wegen der Bewertungseigenschaft von v/ auch v(0;) = co = v/(0y)
gilt. O

Bemerkung 3.2.9. Nach Beispiel 3.2.6 und Beispiel 3.2.8 kann man aus
jedem Bewertungsring eine surjektive Bewertung bilden und umgekehrt. Dies
ergibt eine Bijektion von surjektiven Bewertungen und Bewertungsringen.

Definition 3.2.10. Sei v : k — (G eine Bewertung und G so gewihlt,
dass v surjektiv ist. Dann heifit die Bewertung v diskret, wenn (G, +,>)
isomorph zu (Z, 47z, >7z) ist. In diesem Fall heifit R, = {z € k | v(x) > 05}
ein diskreter Bewertungsring.

3.2.2 Eigenschaften

Proposition 3.2.11. Sei R ein Bewertungsring. Dann ist R ganzabge-
schlossen in seinem Quotientenkdorper k.

Beweis. Sei x € k* ganz iiber R. Es ist zu zeigen, dass x in R ist. Da R
ein Bewertungsring ist, gilt € R oder z=! € R. Fiir den Fall 27! € R
existieren wegen der Ganzheit von x Elemente ag,...,a,—1 € R, so dass

O=a"+ar_1 %2 " +a,o%x2" 24 ...+a xx + ap.

gilt. Daraus folgt dann

= —(ar 1+ aroxz P 4. Fapx 22 4 g % x*(rfl))
und somit wegen ag, . ..,a,—1,2 " € R auch € R. Damit ist die Behaup-
tung gezeigt. O
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Lemma 3.2.12. Sei k ein Korper, v : k — G eine Bewertung auf k mit
Bewertungsring R, = {x € k | v(z) > 0g}, v € k\ {0 }. Dann gilt:

(i) v(1x) = 0c
(ii) v(z™) = —v(z)
(iii) x ist eine Finheit in R, genau dann wenn v(x) = 0q gilt
(iv) R, ist ein lokaler Ring mit maximalem Idealm = {z € K | v(z) > 0g}
Beweis. (i) Wegen der Definition der Bewertung gilt
v(lg) = v(lg x 1) = v(1g) + v(1g)
und somit auch
0 =v(1lg) —v(lk) = v(lg) + v(1k) — v(1k) = v(1g).
(ii) Nach (i) und den Eigenschaften der Bewertung gilt
0g =v(ly) =v(zsxz ) =v(z)+v(?).
und somit auch v(z~!) = —v(z).
(iii) Sei zunéchst v(x) = Og. Dann gilt nach (ii) die Gleichung
vzl = —v(z) = —0g = 0g.

Somit sind x, ™! beide in R,, also z eine Einheit in R,. Umgekehrt sei
x eine Einheit in R,, das heit z,2~! € R,. Dann gilt v(z) > 0g und
v(z71) > 0g und damit nach (ii) auch Og < v(z7!) = —v(z) < 0g.
Somit muss v(z) gleich O¢ sein.

(iv) Nach (iii) ist m = {x € K | v(z) > 0g} genau die Menge der Nichtein-

heiten in R,. Es gilt fiir a,b € m, r € R, (nach den Eigenschaften der
Bewertung):

a) v(0) = 0o > 0g, also 0 € m.

b) v(a+ b) > min(v(a),v (b)) > 0g, also (m,+) abgeschlossen

c) v(rxa) =v(r)+v(a) > 0g+v(a) = v(a) > Og, also m abgeschlossen
beziiglich Skalarmultiplikation von R,

Somit ist die Menge der Nichteinheiten m ein Ideal in R, und deshalb
nach Lemma 2.3.13 der Ring R, lokal.
O]

Definition 3.2.13. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Dann
heifit 7 € R\ {Or} ein Primelement, wenn 7 keine Einheit ist und fiir alle
a,b € R aus w | a*b auch 7 | a oder 7 | b folgt.
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Lemma 3.2.14. Sei k ein Korper, v : k — Zo eine (surjektive) diskrete
Bewertung auf k mit Bewertungsring R, = {z € k | v(z) > 0z} = Ny. Dann
gilt fiir jedes Element x € Ry, :

(i) Es ist v(z) = 1z genau dann wenn x ein Primelement in R, ist.

(i) Seiw ein Primelement in R,,. Dann gilt x = %) x y fiir eine Einheit

yin R,.

Beweis. (i) Sei zunéchst v(z) = 1z. Dann ist « nach Lemma 3.2.12 keine

Einheit und nach den Eigenschaften der Bewertung auch = # 0. Es
gelte x | a x b fiir Elemente a,b € Ry, also x* s = a * b fiir ein s € R,,.
Dann gilt

1+v(s)=v(x)+v(s) =v(zxs) =v(axb) =v(a)+v(b).

Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit v(a) > v(b). Dann gilt wegen
v(a),v(b),v(s) > 0 und der obigen Gleichung auch v(a) > 1 und somit
v(s) = =1+ v(a) +v(b) > v(b). Also ist v(3) = v(s) — v(b) > 0 und
deshalb auch 7 € R,. Es folgt z x § = a und somit wegen 7 € R,
auch = | a. Also ist = ein Primelement. Sei nun umgekehrt x € R, ein
Primelement. Sei 7 ein Element mit v(7w) = 1. Dieses existiert, da v

surjektiv ist. Da z keine Einheit und nicht 0 ist, gilt v(x) € N. Es ist

dann
7TV(CC)
1/( ) =v(x)*xv(m) —v(x) =0

X

und somit %@) nach Lemma 3.2.12 eine Einheit in R,,. Also gilt wegen

(@)

T * = s g/@-1

x

und z Primelement auch z | 7 oder x | 7¥(®*)~1. Durch Induktion folgt
x| m. Es gibt also ein s € R, mit z * s = . Damit folgt aber

v(iz)+v(s)=v(r)=1
und wegen v(z) > 1 und v(s) > 0 auch v(x) = 1.

Analog zum Beweis von (i) gilt

I/(L)) =v(z) —v(z)*xv(r) =0,

mv(z

also ist y := % nach Lemma 3.2.12 eine Einheit in R, und es gilt

_ 71_1/(3:) *

wie behauptet.
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3.3 Primideale und Idealzerlegung

Im Abschnitt 3.3.1 wird die Basisprimzahl eines Primideals definiert und
ein Zusammenhang mit der Diskriminante gezeigt. Auflerdem wird bewie-
sen, dass jedes Primideal maximal ist und es wird die Invertierbarkeit von
Primidealen untersucht. Danach wird im Abschnitt 3.3.2 die Bewertung an
einem invertierbaren Primideal definiert und gezeigt, dass diese Bewertung
diskret ist. Als néchstes wird im Abschnitt 3.3.3 untersucht, welche Zusam-
menhénge es zwischen der Bewertung an einem Primideal und der Lokali-
sierung an einem Primideal gibt und es werden weitere Aquivalenzen zur
Invertierbarkeit von Primidealen beschrieben. Im Abschnitt 3.3.4 wird nun
untersucht, in welchen Féllen man (gebrochene) Ideale einer Ordnung in
Primideale zerlegen kann und welcher Zusammenhang zwischen der Zerle-
gung und der Bewertung an Primidealen besteht. Aulerdem wird gezeigt,
dass in der Maximalordnung jedes gebrochene Ideal invertierbar ist. Schlief3-
lich wird im Abschnitt 3.3.5 der Begriff p-maximal eingefiihrt und es wird der
Zusammenhang zwischen p-Maximalitét, Invertierbarkeit und Teilerfremd-
heit zum Fiihrer untersucht.

3.3.1 Primideale

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass jedes Primideal p in einer Ordnung O
eine eindeutig bestimmte Primzahl enthélt, die sogenannte Basisprimzahl.
Ist ein beliebiges Ideal a in p enthalten, so muss die Basisprimzahl von
p die Diskriminante des Ideals a mindestens quadratisch teilen. Auflerdem
wird bewiesen, dass jedes Primideal in O maximal ist und es wird gezeigt,
wie man aus bestimmten Teilmengenrelationen auf die Invertierbarkeit von
Primidealen schlieflen kann.

Lemma 3.3.1. Sei k € N eine natiirliche Zahl und n der Grad von K | Q.
Dann gilt:
(O:(k)o)=k"

Beweis. Die Moduln O und (k)o sind beide vollstéindig, haben also nach
Proposition 3.1.4 den Rang n = [K : Q]. Sei by,...,b, eine Basis von O.
Dann ist k * by, ..., k * by, eine Basis von (k)p. Nach Lemma 2.8.17 gilt dann
(O : (k)o) = |det S|, wobei S die Smith-Normalform der Transformations-
matrix von der Basis {k x by, ...,k % b,} zur Basis {b1,...,b,} ist. Man sieht
jedoch sofort, dass die Transformationsmatrix einfach das k-fache der Ein-
heitsmatrix ist, da jedes Basiselement von (k) genau das k-fache des ent-
sprechenden Basiselements von O ist. Somit ist die Transformationsmatrix
schon in Smith-Normalform (bis auf eine mogliche Multiplikation mit —1,
je nach Wahl des Repriisentantensystems). Der Betrag der Determinante ist
dann (unabhéngig vom Reprisentantensystem) k™, womit die Behauptung
bewiesen ist. O
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Proposition 3.3.2. Sei p # (0)o ein Primideal in O. Dann gibt es genau
eine Primzahl p € Z mit p € p und es gilt (O : p) = p* fiir ein geeignetes
keNmitl <k<[K:Q).

Beweis. Man betrachte die Ringinklusion ¢ : Z — O und die Kontraktion
q:=¢"%p) =pNZ. Dann ist nach Lemma 2.1.5 das Ideal q als Kontrak-
tion eines Primideals ein Primideal, also entweder (0)z oder (p)z fiir eine
Primzahl p € Z. Da p # (0)o ist, gibt es ein 0 # a € p. Sei

pa() = 2" +ar_yxx" 1V + .+ ag € Z[x]\ {OZM}

das Minimalpolynom von a iiber Z. Da a ganz ist und Z ein Integritétsring
ist, gilt a9 # 0 nach Lemma 2.4.5. Auflerdem ist a eine Nullstelle von g,
und es folgt:

1

ao:—(a”—kan,l*a”_ +—|—a*a1)€p

Damit ist 0 # ag € pNZ = q, also ¢ # (0)z und somit q = (p)z fiir
eine Primzahl p. Dann ist aber p die einzige Primzahl in p, da p die einzige
Primzahl in pNZ = q = (p)z ist. Es gilt also wegen (p)o C p C O nach dem
Multiplikationssatz fiir Indizes (Proposition 2.2.8) die Gleichung

(O :p)*(p:(po) = (O:(p)o)

AuBerdem wurde in Lemma 3.3.1 gezeigt, dass (O : (p)p) = p™ ist, wobei n
der Grad von K | Q ist. Somit gilt

(O :p)*(p: (P)o) = (O:(p)o) =p",

und es folgt (O : p) = p¥ fiir ein 0 < k < n. Wiire k = 0, so wire (O : p) = 1
und somit O = p, was ein Widerspruch zu p Primideal ist. Es gilt also
(O :p) = pF fiir ein 1 < k < n. O

Definition 3.3.3. Sei p ein Primideal und p € Z die nach Proposition 3.3.2
einzige Primzahl in p. Dann nennt man p ein Primideal iiber p und p die
Basisprimzahl von p.

Lemma 3.3.4. Sei p ein Primideal in O mit Basisprimzahl p. Dann teilt p
die Diskriminante von p (mindestens) quadratisch.

Beweis. Wegen p C O und Lemma 3.1.10 [Diskriminanten-Index-Formel]
gilt die Gleichung
d(p) = (O : p)* x d(0).

Da aber wegen Proposition 3.3.2 fiir ein 1 < k < n die Gleichung (O : p) = p*
gilt, gilt insbesondere p | (O : p) und somit

P’ | (O p)?d(O) = d(p).
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Korollar 3.3.5. Sei a ein Ideal und p ein Primideal mit Basisprimzahl p,
das a enthdlt. Dann teilt p die Diskriminante von a (mindestens) quadra-
tisch.

Beweis. Nach Lemma 3.3.4 teilt p die Diskriminante von p mindestens qua-
dratisch. Da a C p gilt, teilt nach Lemma 3.1.10 [Diskriminanten-Index-
Formel] die Diskriminante von p die Diskriminante von a. Somit teilt p auch
die Diskriminante von a mindestens quadratisch. ]

Bemerkung 3.3.6. Das Korollar 3.3.5 ist eine Mdglichkeit, um die Prim-
tdeale einzuschranken, die ein gegebenes Ideal enthalten kénnen. Berechnet
man die Diskriminante von einem Ideal a, so muss man nur diejenigen Ba-
stsprimzahlen heraussuchen, die in der Primidealzerlegung der Diskriminan-
te einen Fxponenten griffer oder gleich 2 haben. Nur Primideale tiber diesen
Basisprimzahlen kénnen a enthalten. Da Primidealfaktoren einer (eventuell
unvollstindigen) Faktorisierung eines Ideals a immer a enthalten miissen,
kann man so die mdoglichen Primidealfaktoren einschrdinken.

Proposition 3.3.7. Seip # (0)o ein Primideal in O. Dann ist p mazximal.

Beweis. Wie im Beweis von Proposition 3.3.2 ist ZNp = (p)z fiir die Ba-
sisprimzahl p von p. Die Einbettung ¢ : Z — O induziert dann einen Ring-
homomorphismus

1:Z]pZ — OJp.

Der Ring O/p ist dann eine Z/pZ-Algebra und wegen p Primideal auch ein
Integritétsring (siehe Proposition 2.2.16). Da die Elemente aus O ganz iiber
Z sind, sind auch die Elemente aus O/p ganz iiber Z/pZ. Nach Lemma 2.4.6
ist damit O/p ein Korper, also p nach Proposition 2.2.16 maximal. O

Proposition 3.3.8. Sei a # (0)o ein ganzzahliges Ideal in O. Dann gibt es
ein k € N und Primideale p1,...,pr # (0)o mit

k
H p; Ca.
=1

Beweis. Sei J die Menge der Ideale ungleich (0)p in O, die kein endliches
Produkt aus Primidealen ungleich (0)p enthalten (also die Ideale, fir die die
Behauptung nicht gilt). Angenommen J # (). Da im noetherschen Ring O
jede aufsteigende Kette von Idealen stationér wird, wird insbesondere jede
aufsteigende Kette von Idealen in J stationdr. Nach dem Lemma von Zorn
gibt es also ein maximales Element b in J. Das Ideal b kann kein Primideal
p sein, da sonst trivialerweise p C b gelten wiirde und somit b nicht in J
wére. Da b kein Primideal ist, gibt es by, be € O\ b mit by xby € b. Setzt man
nun b; := b+(b;)o, so ergibt sich wegen b; ¢ b auch b C b; und da b maximal
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in J gewéhlt war, sind die b; nicht in J. Es gibt also endliche Produkte II;,
T von Primidealen ungleich (0)p mit IT; C b;. Wegen by * by € b gilt dann

II) «IIy, C by *xby = (b + (bl)o) * ([J + (b2)0)
= b2+ bx((b1)o + (b2)o) + (b1 *b2)o
C b.

Somit ist ITy * Iy ein endliches Produkt von Primidealen ungleich (0)p, das
in b enthalten ist. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass b in J ist. Somit muss
die Annahme falsch sein und es gilt 7 = (). Damit ist in jedem Ideal a # (0)o
ein endliches Produkt von Primidealen ungleich (0)o enthalten. O

Lemma 3.3.9. Seip # (0)o ein Primideal in O. Dann gilt
OCp={zxeK|zxpC O}

Beweis. Zunichst ist klar, dass O C p gilt, da fiir alle z € O die Inklusion
xxp Cp C O gilt. Es ist also nur noch ein Element in p \ O zu finden. Sei
dafiir a € p\ {0}. Nach Proposition 3.3.8 gibt es dann ein endliches Produkt
[1-_, p; von Primidealen ungleich (0)o, so dass [[*_, p; C (a)o gilt. Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit das Produkt so gewéhlt, dass k minimal ist.
Dann gilt

k
Hpi C (CL)(Q cp.
i=1

Wegen der Primidealeigenschaft von p muss dann fiir ein g € {1,...,k} das
Primideal p;, in p enthalten sein. Da p;, aber nach Proposition 3.3.7 maximal
ist, gilt sogar p;, = p. Das Produkt wurde aber mit minimalem k gewé&hlt,
also ist [];,;, pi nicht in (a)o enthalten. Sei nun b € ([[, 4, i) \ (a)o. Dann
gilt wegen p = p;,

k

bxp C [[pixp=]]r: C (o
i#io i=1

Somit ist a=! xbxp C O, also a~! xb € p. Nach der Wahl von b gilt aber

a~'xb ¢ O. Somit wurde ein Element in p\ O gefunden und die Behauptung

gezeigt. O

Lemma 3.3.10. Sei p # (0)o ein Primideal in O. Dann ist p genau dann
invertierbar in O, wenn Ord(p) = O gilt.

Beweis. Sei zundchst Ord(p) = O. Da p nach Proposition 3.3.7 maximal
ist und p * p ein ganzzahliges Ideal in O ist, gilt entweder p = p * p oder
p*p = O. Im zweiten Fall ist p invertierbar. Es ist somit nur der erste
Fall zum Widerspruch zu fithren. Angenommen es gilt p = p * p. Dann ist
insbesondere p * p C p und damit p C Ord(p). Nach Voraussetzung ist aber
Ord(p) = O und somit p C Ord(p) = O. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma
3.3.9, also muss p * p = O gelten und p ist invertierbar.
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Sei umgekehrt p invertierbar. Wegen O x p C p gilt O C Ord(p). Sei nun
x € Ord(p). Dann gilt « * p C p und somit

zxO=ux(o=zxpxp ' Cpxp ' =(o=0.

Insbesondere gilt also x = x * 1 € O. Damit ist auch Ord(p) C O gezeigt

und es folgt die Behauptung.
O

Proposition 3.3.11. Sei p ein Primideal in O. Dann gelten die folgenden
Teilmengenrelationen:

pCpxpCOCOrdp)Cp (3.1)
p ist genau dann invertierbar, wenn die folgenden Relationen gelten:
pSprp=0=Ordp) (3.2)
p ist genau dann nicht invertierbar, wenn die folgenden Relationen gelten:
p=pxp & OC Ordp) (3:3)
Beweis. Zunéchst werden die Relationen in (3.1) gezeigt:

p Cpx*p: Dap als {x € K | x *p C O} definiert ist, gilt trivialerweise
g €ep,dalxp=pC O gilt. Somit ist p=p*1x Cp*p.

pxp CO: Nach der Definition von p gilt fiir alle € p die Relation
z*p C O und somit auch pxp C O.

O C Ord(p): Ord(p) ist definiert als {z € K | z%p C p}. Da p ein Ideal
in O ist, gilt aber O % p C p und somit auch O C Ord(p).

Ord(p) C p:  Fiir z € Ord(p) gilt nach Definition x * p C p und da p ein
ganzzahliges Ideal in O ist, folgt x xp C O. Also gilt = € p
und da z € Ord(p) beliebig gewéhlt war, gilt Ord(p) C p.

Gilt (3.2) oder (3.3), so folgt aus p * p = O beziehungsweise p x p C O
sofort die Invertierbarkeit beziechungsweise Nichtinvertierbarkeit von p. Es
sind also nur noch die umgekehrten Richtungen zu beweisen.

Sei dafiir zunédchst p invertierbar. Dann gilt nach Proposition 3.1.30 die
Gleichung p * p = O und nach Lemma 3.3.10 die Gleichung O = Ord(p).
Wegen p Primideal gilt dann auch p # O = p * p.

Sei nun p nicht invertierbar. Dann gilt nach Proposition 3.1.30 die Unglei-
chung p x p # O und nach Lemma 3.3.10 die Ungleichung O # Ord(p). Da
p nach Proposition 3.3.7 maximal ist und p * p ein ganzzahliges Ideal in O
ist, muss also p = p * p gelten.

O]
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Bemerkung 3.3.12. Um die Invertierbarkeit von p zu tberpriifen, reicht
es bei einer der folgenden Relationen zu iberprifen, ob die Relation echt ist
oder eine Gleichung ist:

p C pxp
pxp C O
O C Ordlp)

Beweis. Da p entweder invertierbar oder nicht invertierbar ist, gilt nach
Proposition 3.3.11 genau eine der folgenden Relationsketten:

pSpxp=0=0rd(p)
p=p*xp < OCOrd(p)

Priift man eine der drei Relationen in der Behauptung auf Gleichheit oder
FEchtheit, so ist dadurch klar, welche der Relationsketten gilt und somit nach
Proposition 3.3.11 auch, ob p invertierbar ist. O

3.3.2 Bewertung an Primidealen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass man jedes Ideal a eindeutig in eine
Potenz eines invertierbaren Primideals p und einen Rest b zerlegen kann, so
dass b nicht in p enthalten ist. Man nennt den entsprechenden Exponenten
den Wert von a an p. Dadurch kann man jedem Element in K den Wert
des von ihm erzeugten Hauptideals zuordnen (beziiglich eines invertierbaren
Primideals) und erhélt eine diskrete Bewertung. Der Wert eines Ideals gibt
den Exponenten eines invertierbaren Primideals in seiner (eventuell unvoll-
stéindigen) Primidealzerlegung an. Dies wird in Abschnitt 3.3.4 noch genauer
erldutert. Im Folgenden sei By, die Menge der invertierbaren Primideale in

0.

Proposition 3.3.13. Fiir jedes Ideal a # (0) in O und jedes invertierbare
Primideal p in O gibt es ein Ideal b ¢ p und ein vy(a) € Nog mit

a=p» b (3.4)
b und vp(a) sind dabei eindeutig.
Beweis. 1. Eindeutigkeit: Seien k1, ko € Ny und by, by ¢ p Ideale mit:
pF s by = a = p** x by

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei k1 < ko. Da p invertierbar
ist, kann man die Gleichung mit p~*! multiplizieren und man bekommt

b1 = ka_kl * bog.

Angenommen kg := ko — k; > 0, dann gilt by = p*o x by C pFo C p.
Dies ist ein Widerspruch zu by ¢ p. Es ist also k; = ko und es folgt
sofort by = pkz—kl x by = bo.
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2. Existenz: Angenommen es gibt Ideale ungleich (0)p, die sich nicht wie
in (3.4) darstellen lassen. Sei 9t die Menge dieser Ideale. 9t ist durch
die Inklusion halbgeordnet. Jede aufsteigende Kette von Elementen in
Mt hat eine obere Schranke, da sie als aufsteigende Kette von Idealen
in einem noetherschen Ring O sogar ein maximales Element hat. Nach
dem Lemma von Zorn gibt es also mindestens ein maximales a € 9,
das heift fiir alle ¢ € 97 mit a C ¢ gilt sogar ¢ = a. Man wihle nun ein
maximales a € M. Wire a ¢ p, so hidtte man sofort eine Darstellung
von a wie in (3.4) mit b = a und v, (a) = 0. Dies wére ein Widerspruch
zu a € M. Es gilt also a C p. AuBlerdem ist p invertierbar, also ist auch
¢c:=p txaCplxp= O ein ganzzahliges Ideal. Angenommen ¢ wire
gleich a. Dann wére

a=p*xp lxa=pkc=p*a

Betrachtet man nun diese Gleichung in der Lokalisierung an p, so er-
gibt sich nach Lemma 2.3.14 die Gleichung a, = p, * ap. Da a, ein
Op-Modul ist und p, als einziges maximales Ideal in O, gleich dem
Jacobson-Radikal ist, gilt nach Lemma 2.8.22 [Nakayama’s Lemma)
die Gleichung a, = (0)o,. Da O nullteilerfrei ist, ist nach Lemma
2.3.14 die Einbettung ¢ : O — O, injektiv. Es folgt also a = (0)o.
Dies ist ein Widerspruch, da die Elemente von 9t als ungleich (0)p
angenommen wurden. Das Ideal ¢ muss also echt gréfer sein als a und
ist somit wegen der Maximalitédt von a und wegen a C ¢ nicht in 9T
Also gibt es eine Darstellung ¢ = p* % b mit Voraussetzungen wie in
(3.4). Daraus ergibt sich sofort fiir a die Darstellung

a=prp lra=prc=prptrb=p"Txb

Dies ist aber ein Widerspruch zu a € 9N, also war die urspriingliche
Annahme falsch, dass 9 nichtleer ist. Somit lédsst sich jedes Ideal in
der Form (3.4) darstellen.

O

Definition 3.3.14. Durch Proposition 3.3.13 wird eine Abbildung v}, defi-
niert, die jedem Ideal a # (0)p eine Zahl vy(a) € Ny zuordnet (falls p ein
invertierbares Primideal ist). AuBlerdem definiert man 1,((0)p) := co. Die
Zahl vy (a) wird im Folgenden der Wert des Ideals a an p genannt.

Proposition 3.3.15. Die Abbildung v, erfillt fir alle Ideale a,b in O und
alle invertierbaren Primideale p,q € By, mit p # q folgende Eigenschaften:

a) w(a) =00 = a=(0)o
b) a C b= yy(a) > 1y(b)

¢) vp(a+b) > min {vy(a), (b))}

84



@) vp(axb) = vp(a) + 14(b)
e) 1p(q) =0
f) vp(axq") =vp(a) vV neNy

Dabei sei 0o +m := 0o =: m+ oo und co > m fiir alle m € No U {oco}

Beweis. Nach Proposition 3.3.13 gibt es eindeutig bestimmte Ideale o', b’

mit

a)

a = pl/p(a) * a/
b = pyp(b) * b/
a,b" g p

Diese Aussage ist klar, da die Idealzerlegung fiir alle Ideale aufler das
Nullideal einen Wert in Ny liefert und fiir das Nullideal der Wert auf
oo gesetzt wurde.

Es gilt nach Voraussetzung
pr@sd =acb=p»® xp

Wiire nun vp(a) < vp(b), so wére 14(b) — 1p(a) > 0 und damit wegen
der Invertierbarkeit von p

ad C pup(b)fup(a) b C p.
Dies ist aber ein Widerspruch, da a’ so definiert war, dass a’ ¢ p gilt.

Man kann ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass b
den kleineren Wert hat, das heifit, dass min {vp(a), 14 (b)} = 1, (b) gilt
(ansonsten vertausche a und b). Dann folgt:

at+b= p'/p(a) xa + p'/p(b) x b = pr(b) * (pr(a)—Vp(b) xa + b’) C p’/p(b)

Somit gilt nach b) die Ungleichung
vp(a+ ) = vy (p) = () = min {vp(a), p(B)}.

Da p ein Primideal ist, gilt:
b gp = c=dx*xb ¢yp

Somit ist die eindeutige Zerlegung nach Proposition 3.3.13 gegeben

durch
a sk b = pr(Cl) * a/ * pr(b) * b/ — pl’p(a)+’/p(b) * C

also ist vp(a* b) = vy(a) + 14 (b).
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e) Da q ein von p verschiedenes Primideal ist und nach Proposition 3.3.7
jedes Primideal in O maximal ist, gilt p ¢ q. Somit ist q = p° * q die
eindeutige Zerlegung nach Proposition 3.3.13, also v,(q) = 0.

f) Wegen d) und e) gilt:

vp(axq") =vp(a) +nx1vp(q) = vp(a)

Proposition 3.3.16. Sei p ein invertierbares Primideal. Die Abbildung
v K — ZU{oo}
a
5 7 wllao) —r((b)o)

mit a € O und b € O\ {0} ist eine (surjektive) diskrete Bewertung auf
K. Im Folgenden wird v, deshalb als die p-Bewertung auf K bezeichnet
und Uy(a) als der Wert von a € K an p. Zur Vereinfachung der Notation
wird die Abbildung v, ab hier ebenfalls mit v, bezeichnet. Auferdem wird
die Funktion vy auf den Idealen im Folgenden ebenfalls als p-Bewertung
bezeichnet, da sie dhnliche Eigenschaften wie eine Bewertung erfillt.

Beweis. Die Abbildung

7y Tovfoy: O\ {0} = No

ist eine Abbildung in die positive Menge Ny der total geordneten abelschen
Gruppe Z. AuBlerdem gilt fiir 7 := 7, [p auch U(0r) = oo. Da fiir alle
a,b € O\ {0} die Teilmengenrelation (a + b)o C (a)o + (b)o gilt, folgen
nach Proposition 3.3.15 die Eigenschaften

i) v(a+Db)

IV IV I
z
=
—~
-
g/\
Q
=
iy
<>
N~—
S
—

ii) D(axb)

1
= =
~~ A~
—~
SRS
[
» =
+AG

|

?
—~ T
Q
~—
_|_
N
—~
=
N—

I
N

Nach Lemma 3.2.3 ist also 7, eine Bewertung. Da das Bild von 7, gleich Z,
ist, ist die Bewertung diskret und surjektiv. O
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3.3.3 Zusammenhang mit Lokalisierung O,

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass fiir invertierbare Primideale p der
Bewertungsring der Bewertung an p genau der Lokalisierung an p entspricht.
AuBerdem werden weitere Aquivalenzen zu p invertierbar gezeigt, die mit der
Lokalisierung zusammenhéngen.

Lemma 3.3.17. Sei p # (0)p ein Primideal in O. Dann gilt:
(i) Fir jedes Primideal q in O mit (0)o # q # p gilt Opq = O,.

(11) Das Ideal p, = Opp ist das einzige Primideal ungleich (0)o, in O.

p

Beweis. (i) Da nach Proposition 3.3.7 jedes Primideal ungleich (0)p in O
maximal ist, gilt fiir jedes Primideal q # p auch q ¢ p. Wie im Ab-
schnitt tiber Lokalisierung (vergleiche Lemma 2.3.14) betrachtet man
dann ein Element z € q\ p und es folgt 1o, = £ € Opq und damit
Opq = Oy.

(ii) Nach Proposition 2.3.11 gibt es eine Bijektion zwischen Primidealen in
O, und Primidealen g in O mit q C p. Da letztere Menge wegen der
Maximalitét von Primidealen in O (aufler dem Nullideal) nur ein Ele-
ment enthilt, gibt es auch in der ersten Menge (auBer dem Nullideal)
nur ein Element. Da nach Lemma 2.3.14 das Ideal p, ein maximales
Ideal ist, sind somit p, und (0)e, die einzigen Primideale in O,.

O

Lemma 3.3.18. Sei p ein invertierbares Primideal in O, m := p, das ma-
zimale Ideal in Oy, a # (0)o ein Ideal in O. Dann gilt a, = m*»(®).

Beweis. Man beachte zunéchst, dass Op nach Lemma 2.3.14 ein lokaler Ring
ist und somit das Ideal m eindeutig ist. Nach Proposition 3.3.13 gibt es ein
Ideal ’ ¢ p mit a = p*»(® % ¢’. Daraus folgt wegen Proposition 2.3.11, dass
a, = m* (V%' gilt. Wegen o’ ¢ p folgt nach Lemma 2.3.14, dass o' = (Mo,
gilt und somit die Behauptung. O

Lemma 3.3.19. Sei p ein invertierbares Primideal in O, v, die p-Bewertung
und Oy, der dazugehorige Bewertungsring. Dann gilt Oy = O,, (wenn man
beide als Teilmengen von K betrachtet).

Beweis. Sei zunéchst 2 € Op. Dann gibt es a € O und b € O\ p mit = = §.
Somit ist a := (a)p ein ganzzahliges Ideal und b := (b)p ein ganzzahliges
Ideal mit b ¢ p. Also gilt vp(a) > 0 und 14, (b) = 0. Daraus folgt

() = (@) — 1y(b) = (@) > 0

und somit x € O, .
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Sei umgekehrt » € O,,, das heift z € K mit vy(z) > 0. Seien a,b € O mit
% = . Dann gilt

vp(a) = p(x) + 14(b) > 14 (D).

Nach Lemma 3.3.18 sind die Bilder der Ideale a := (a)p und b := (b)op
Potenzen vom maximalen Ideal m := p, mit der Bewertung als Exponent.
Somit gilt wegen v(a) > v4(b) auch

ap — m”p(a) C m”p(b) — bp

Wegen O C O, sind die Erzeuger a, b von a, b in O gleichzeitig die Erzeuger
von ay, by in Op. Es gilt also (a)o, C (b)o,. Somit gibt es ein y € O, mit
yxb=a. Alsoist x = § = yT*b =y € Op und es folgt O,, C Oy.

O

Lemma 3.3.20. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, 1 € R ein
Primelement von R und e € R* eine Einheit. Dann ist e x m ebenfalls ein
Primelement von R.

Beweis. Seien a,b € R mit e * 7 | a *x b. Dann gilt wegen e Einheit auch
7| axbxe ! Da 7 ein Primelement ist, muss also 7 | @ | a * e~! oder
7| bxe ! gelten. Also gilt e * 7 | a oder e * 7 | b. O

Lemma 3.3.21. Sei R ein kommutativer Ring mit Finselement und p ein
Hauptideal in 'R, das von m erzeugt wird. Dann ist p genau dann ein Prim-
ideal, wenn m ein Primelement ist.

Beweis. Sei a € R. Dann ist 7 | a gleichbedeutend mit 7 * x = a fiir ein
x € R, was wiederum gleichbedeutend mit a € (mw)g ist. Somit folgt die
Behauptung direkt aus den Definitionen von Primideal und Primelement.

O

Proposition 3.3.22. Sei p # (0)o ein Primideal in O. Dann gelten die
folgenden Aquivalenzen:

(i) p ist invertierbar
(i1) Oy ist ein diskreter Bewertungsring
(111) p enthdlt ein Primelement m von O,

Beweis. (i) = (ii): Sei p invertierbar. Dann gilt nach Lemma 3.3.19, dass
Oy gleich dem diskreten Bewertungsring O,, ist.

(ii) = (iii): Sei Oy ein diskreter Bewertungsring und v : K — Zs, die da-
zugehorige (surjektive) Bewertung. Wegen der Surjektivitéit gibt es ein
Element 7 mit v(7) = 1. Dieses ist nach Lemma 3.2.14 ein Primele-
ment in Op. Da O, der Bewertungsring von v ist und die Ungleichung
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v(m) =1 >0 gilt, gibt es mp € O und s € O\ p mit 7 = "2. Dann ist s
eine Einheit in Oy und somit mgp = m*s € O ebenfalls ein Primelement
in O, (siche Lemma 3.3.20). Es bleibt noch zu zeigen, dass 7 in p
ist. Wére 7o nicht in p, so wire mp in O \ p und somit eine Einheit in
Oy. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass mp ein Primelement ist.
Somit muss das Primelement g in p sein.

(iii) = (i): Sei m € p ein Primelement von Op. Dann ist (7)o, nach Lemma
3.3.21 ein Primideal und damit gleich dem maximalen Ideal p,, da
dieses nach Lemma 3.3.17 das einzige Primideal ungleich (0)p, in O,
ist (und 7 als Primelement ungleich 0 ist). Auflerdem gilt

pCpxpCO,

wobei p wieder als {z € K | z*p € O} definiert wird. Wegen der Ma-
ximalitéit von p nach Proposition 3.3.7 gilt dann entweder p = p x p
oder pxp = O. Man muss also nur ein Element in (p*p)\ p finden. Sei
m,...,T ein Erzeugendensystem von p in O. Dann sind 7y, ..., 7%
auch in pp = (7)o,, also gibt es Darstellungen m; = 7 * %Z mit a; € O
und s; € O\ p. Setzt man nun s := Hf:o si, so ist s € O\ p wegen der
Primidealeigenschaft und es gilt:

8*7'('1'0:S*Tr*%:ﬂ'*aio*HSiEﬂ'*O Vipe{l,...,k}
%o i#£io

Damit ist 2 *m;, € O fiir alle ig € {1,...,k} und somit auch > p € O,
da die 7; ein Erzeugendensystem von p sind. Also gilt 2 € p. Wegen
m € pist also s = mx 2 € pxp. AuBerdem ist s nach Konstruktion
nicht in p. Also ist s € (p*p) \ p und wegen der Maximalitét von p
folgt p € p x p = O. Damit ist p invertierbar mit Inversem p.

O

3.3.4 Zerlegung von Idealen in Primideale

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man eine Menge von invertierbaren
Primidealen p1,...,p, aus einem (gebrochenen) Ideal a herausfaktorisieren
kann und dass die Exponenten bei ganzzahligen Idealen genau den Bewer-
tungen an den entsprechenden Primidealen entsprechen. Es wird auflerdem
gezeigt, dass sich a vollstdndig faktorisieren ldsst, falls a ein gebrochenes
Ideal in der Maximalordnung ist oder ein ganzzahliges Ideal, das teilerfremd
zum Fiihrer der Ordnung ist. Schliellich wird noch bewiesen, dass in der
Maximalordnung alle (gebrochenen) Ideale invertierbar sind und gebroche-
ne Ideale in der Maximalordnung genau dann ganzzahlig sind, wenn die
Exponenten der Zerlegung alle in Ny sind. Ein Algorithmus fiir die (teilwei-
se) Faktorisierung von Idealen in invertierbare Primideale ist in Abschnitt
4.3.10 zu finden.
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Proposition 3.3.23. Sei a # (0) ein ganzzahliges Ideal in O. Dann gibt es

etne Zerlegung
azix I ¢
PeEPH
mit a ¢ p und v(p) € Ny fir alle p € By,. Diese Zerlegung ist eindeutig und
die v(p) sind gegeben durch die p-Bewertungen vy(a).

Beweis. Existenz: Sei (p;);c; eine (endliche oder abzihlbar unendliche) Folge
von paarweise verschiedenen, invertierbaren Primidealen, die a enthalten.
Dabei sei die Indexmenge I im endlichen Fall durch I = {1,...,k} und
im abzdhlbaren Fall durch I = N gegeben. Dann lésst sich mit Proposition
3.3.13 durch

ap = a
a; = aj_q%* pi_ypi(ai_l) Viel
eine Folge von Idealen (a;);ez, mit Indexmenge Iy := I U {0} konstruieren,
die fiir alle ¢ € I folgende Eigenschaften erfiillt:
ai-1 C a4
ai-1 C p;
a ¢ p;

Wegen diesen drei Eigenschaften ist die Folge (a;);cz, eine streng monoton
aufsteigende Kette von Idealen. Da O noethersch ist, muss I also endlich

sein. Somit kénnen nur endlich viele invertierbare Primideale p1,...,px in
a enthalten sein und die Indexmenge Iy ist gegeben durch {0,...,k}. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei & maximal, das heif3t p1, ..., pg sind alle

(paarweise verschiedenen) invertierbaren Primideale, die in a enthalten sind.
Setzt man nun die Elemente der Folge (a;);cz, ineinander ein, so erhélt man

k

—vp, (1) —vp, (a;—1)
A = ap_1 %P " :...:ao*Hpi
=1

und somit wegen ag = a durch entsprechendes Umstellen der Gleichung eine
Zerlegung von a:

k
a=ay* HP;}M(GH)
i=1
Wegen den Eigenschaften der Kette der a; gilt auflerdem a; ¢ p; fiir alle

i €{1,...,k}. Dadie p; nach Voraussetzung paarweise verschieden sind, gilt
nach Proposition 3.3.15 und nach der Konstruktion der a; auch

Vp,(@i—1) = 1, <ﬂi72 * P:fi*l(uﬁ)) = vpi(Gi2) = ... = vy, (d0) = v, ().
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Sei nun p ein Primideal, das a nicht enthélt. Dann enthélt auch a; das
Primideal nicht und es gilt ,(a) = 0. Somit ergibt sich durch a := a; und
v(p) := vp(a) eine Zerlegung wie gefordert.

a=bx [ p®

PEBH

Eindeutigkeit: Sei

eine weitere Zerlegung von a mit b ¢ p fiir alle p € B Dann gilt zunéchst
v(p) = 0 = vp(a) fiir alle Primideale p, die a nicht enthalten. Seien nun
p1,...,pr wieder alle paarweise verschiedenen Primideale, die a enthalten
und sei 9 € {1,...,k}. Dann gilt:

a=[ax H pl’fpi(a) * p:;io(ﬂ) — |5+« H piﬁ(m) % p?o(piO)
i#io iio

Wegen der Eindeutigkeit der p;,-Bewertung nach Proposition 3.3.13 folgt
dann sofort, dass die Exponenten v(p;,) und vp, (a) gleich sein miissen (da
die Klammern jeweils keine Teilmengen von p;, sind). Damit sind die Expo-
nenten der Zerlegung eindeutig und durch Multiplikation mit den entspre-
chenden Potenzen der Primidealinversen folgt & = b.

O

Bemerkung 3.3.24. Das Restideal a aus Proposition 3.3.28 kann ein Pro-
dukt aus nicht-invertierbaren Primidealen sein. FEs ist aber auch mdglich,
dass a sich nicht als Produkt von Primidealen darstellen ldsst. Beide Mog-
lichkeiten werden im folgenden Beispiel gezeigt.

Beispiel 3.3.25. Die Berechnungen im Beispiel wurden mit Hilfe der Sage-
Algorithmen in Kapitel 4 durchgefiihrt. Sei K = Q(~+/100), O = Z[v/100].
Dann ist

pa = (2,100, V100)o

das einzige Primideal iiber der Basisprimzahl 2 in O. Auflerdem ist p2 nicht
invertierbar in . Sei nun a = p3 und b = (2)p. Da py nicht invertierbar
ist und p2 das einzige Primideal {iber a ist, liefert die Zerlegung in Propo-
sition 3.3.23 das Ergebnis a = a. In diesem Fall ist @ = a = p3 also ein
Produkt von nicht-invertierbaren Primidealen. Das Ideal b hingegen enthélt
die Primzahl 2 und kann somit nur in Primidealen enthalten sein, die iiber
der Basisprimzahl 2 liegen. Das Primideal py ist aber das einzige Primideal
iiber 2, also kann nur ps als Primideal-Faktor in b vorkommen. Da aber b
als Hauptideal invertierbar ist und das Primideal ps nicht invertierbar ist,
kann es keine vollstédndige Primidealzerlegung von b geben, da ein Produkt
von nicht invertierbaren Idealen nie invertierbar ist (vergleiche Proposition
3.1.29).
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Proposition 3.3.26. Seip # (0)o, ein Primideal in der Mazimalordnung
Ok . Dann ist p invertierbar.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass p # p *p gilt. Dann folgt wegen der Maxi-
malitéit von p, dass p *x p = Ok gilt und somit p invertierbar ist (vergleiche
Bemerkung 3.3.12). Angenommen es wére p*p = p. Dann gilt fiir jedes z € p
die Relation z*p C p*p = p. Da p ein endlich erzeugter Ox-Modul ist, folgt
daraus nach Lemma 2.4.2, dass = ganz iiber Ok ist. Nach Korollar 3.1.18
ist die Maximalordnung Of gleichzeitig der Ganzheitsring in K und somit
ganzabgeschlossen. Es ist also z € Ok und da z beliebig aus p gewihlt war,
gilt p € Ok. Dies ist aber ein Widerspruch zu Lemma 3.3.9, also war die
Annahme p xp = p falsch. Da p nach Proposition 3.3.7 maximal ist, gilt also
p C pxp = Og. Damit ist p invertierbar. O]

Theorem 3.3.27. Sei a # (0)o, ein ganzzahliges Ideal in O. Dann ist a
ein Produkt von invertierbaren Primidealen. Diese Zerlequng ist eindeutig.

Beweis. Nach Proposition 3.3.23 gibt es eine eindeutige Zerlegung

a=dx [] 9@

PEPH

mit a ¢ p fiir alle invertierbaren Primideale p in O . In der Maximalordnung
sind aber nach Proposition 3.3.26 alle Primideale invertierbar, das heifit a
ist in keinem Primideal enthalten. Da aber jedes Ideal aufler (1)p, in einem
maximalen Ideal und somit in einem Primideal enthalten ist, muss a = (1)p,,
gelten. Damit hat man eine Zerlegung von a in Primideale. Man beachte
dabei, dass die p-Bewertungen (und somit die Exponenten) grofier gleich 0
sind. O

Theorem 3.3.28. Seip # (0)o ein Primideal in O. Dann ist p genau dann
invertierbar in O wenn §o nicht in p enthalten ist.

Beweis. Sei zundchst Fo nicht in p enthalten. Dann gibt es ein Element
t € o \p. Da t im Fiihrer ist, gilt ¢+ O C O und somit auch O C t~1xO.
Man kann also den Ringhomomorphismus

p: 0 — t71x0 — O

betrachten, der durch Inklusionen induziert wird. Dann ist B := ¢ ~1(p)
als Kontraktion eines Primideals ein Primideal in Ok (vergleiche Lemma
2.1.5). Erweitert man den Ringhomomorphismus noch bis O, so erhélt man:

p:0 — O — t1x0 — O
txx

g = oz = z=tlx(txz) — z="58L
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Der Ringhomomorphismus besteht nur aus kanonischen Inklusionen. In die-
sem Fall entspricht die Kontraktion von Idealen dem Schnitt mit der Defini-
tionsmenge der Abbildung. AuBerdem wurde bereits gezeigt, dass p = pplo
gilt. Somit folgt:

p=p,NO=(p,NO0K)NO=PNO

Damit gilt nach Lemma 2.3.15 auch Op C (Ok)y. Sei § € (Ok)y mit

S

a € Ok und s € Ox \B. Dann sind t *a und ¢ * s in ¢ x* O C O. Wegen

te€So\pCO\p=0\(BNO) CO\'P

und s € Ok \*P ist nach der Primidealeigenschaft von 9P auch txs € Ok \B.
Es folgt also

txsc ON(Ok\B) =0\ (BPNO)=0\p

und damit ¢ = 22 ¢ O,. Somit ist O, = (Ok)g- Nach Proposition 3.3.22
ist ein Primideal ungleich (0)p genau invertierbar, wenn seine Lokalisierung
ein diskreter Bewertungsring ist. Da 3 als Primideal in der Maximalordnung
invertierbar ist, ist also O, = (O K)gp ein diskreter Bewertungsring und damit

p invertierbar.

Sei umgekehrt p invertierbar. Dann ist O, nach Proposition 3.3.22 ein diskre-
ter Bewertungsring, also insbesondere ganzabgeschlossen nach Proposition
3.2.11. DaZ C O, C K gilt und Ok der ganze Abschluss von Z in K ist, gilt
also O C Op. Somit gibt es ein O-Erzeugendensystem (a oy ) von Ok
mit a; € O und s; € O\ p. Sei s der Hauptnenner (in (’)) der t. Dann ist
s € O\ p, da ansonsten wegen der Primidealeigenschaft von p das Element
s mit mindestens einem s; einen gemeinsamen Teiler (in O) hitte, der in p
liegt. Dies ist aber nicht moglich, da dann s; in p wire. Es gilt also s* 3 € O
fiir alle ¢ € {1,...,k}, also auch s * Ox C O. Somit ist s € Fo, aber s ¢p
und damit ist der Fiihrer nicht in p enthalten.

O

Theorem 3.3.29. Seia # (0)p ein ganzzahliges Ideal in O, das teilerfremd
zu §o ist. Dann ist a ein Produkt von invertierbaren Primidealen. Diese
Zerlegung ist eindeutig.

Beweis. Nach Proposition 3.3.23 gibt es eine eindeutige Zerlegung

a x H p”b(a)

ISR U

mit a ¢ p fiir alle invertierbaren Primideale p in Og. Angenommen das
Ideal a wire ungleich (1)p. Dann ist es in einem maximalen Ideal enthalten,
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also insbesondere in einem Primideal. Da es in keinem invertierbaren Prim-
ideal enthalten ist, muss es also in einem nicht invertierbaren Primideal q
enthalten sein, wobei q # (0)p gilt (wegen a # (0)p). Dann ist aber

aCacCq

und wegen ¢ nicht invertierbar gilt nach Theorem 3.3.28 zusétzlich Fo C q.
Damit folgt wegen der Teilerfremdheit von a und §o:

VNo=a+FoCq+q=q

Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass q ein Primideal ist. Somit muss
a = (1)p gelten und die Behauptung ist gezeigt. O

Theorem 3.3.30. Sei a # (0) ein gebrochenes Ideal von Ok . Dann gibt es
eine (bis auf die Reihenfolge der p;) eindeutige Zerlegung von a in Potenzen
von invertierbaren Primidealen p1,...,p von Ok, das heifit

k
a=]]»"
=1

mit k € Ng und v; € Z. Dabei sei das leere Produkt fiir k = 0 durch das
multiplikative neutrale Element (1)o, definiert.

Beweis. Nach Korollar 3.1.27 gibt es ein « € Z, so dass
b:=()o, xa=axaC Ok

ein ganzzahliges Ideal in O ist. Mit Theorem 3.3.27 kann man nun die
beiden ganzzahligen Ideale (), und b in Primidealpotenzen zerlegen, wo-
bei p1,...,pr die Menge der Primideale ist, die a oder b enthalten (fiir den
Beweis von k < oo vergleiche den Beweis von Proposition 3.3.23):

k
(@)ox = H p;/p(a)
=1

k
b = p;’P(b)
L

()0, ist ein Hauptideal und somit invertierbar. Wegen
a=(a)o, 'xb=(aHo, *b
ergibt sich mit
Vi =1y (oz_l) +1p(b) = —vp(a) + 14 (b)

die Existenz der behaupteten Zerlegung und wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung von (a)p,, und b auch die Eindeutigkeit der Zerlegung von a. [J
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Korollar 3.3.31. Sei a ein gebrochenes Ideal von Ok . Dann ist a inver-
tierbar in Ok.

Beweis. Nach Theorem 3.3.30 ist a ein Produkt von Potenzen von invertier-
baren Primidealen. Somit ist a als Produkt von invertierbaren Idealen nach
Proposition 3.1.29 ebenfalls invertierbar. O

Bemerkung 3.3.32. Ein gebrochenes Ideal a in O ist genau dann ganz-
zahlig, wenn in der Darstellung als Produkt von Primidealpotenzen (aus
Theorem 3.3.30) alle v; in Ny sind.

Beweis. Sind alle v; in Ny, so ist a ein Produkt von Primidealen, also insbe-
sondere ein Produkt von ganzzahligen Idealen und somit ebenfalls ganzzah-
lig. Ist umgekehrt a ganzzahlig, so folgt aus Theorem 3.3.27, dass a ein Pro-
dukt von Primidealen ist und es somit eine Darstellung mit nicht-negativen
Exponenten gibt. Wegen der Eindeutigkeit ist dies die gleiche Darstellung
wie in Theorem 3.3.30 und somit gilt v; € Np. ]

3.3.5 p-Maximalitit

In diesem Abschnitt wird p-Maximalitét definiert und gezeigt, dass eine Ord-
nung O genau dann p-maximal ist, wenn alle Primideale iiber der Primzahl
p invertierbar in O sind. Auflerdem wird angedeutet, wie man daraus einen
Algorithmus zur Bestimmung der Maximalordnung ableiten kann (dieser
wird dann in Abschnitt 4.3.5 vollstindig angegeben).

Definition 3.3.33. Sei p € Z prim. Die Ordnung O heifit p-maximal, falls
p 1 (Ok : O) gilt.

Bemerkung 3.3.34. Die Ordnung O ist genau dann gleich der Mazximal-
ordnung Ok, wenn (O : O) =1 gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
die Ordnung p-mazximal ist fir alle Primzahlen p € Z.

Lemma 3.3.35. Sei p € Z prim. Dann gelten die folgenden Aquivalenzen:
(i) O ist p-mazimal

(1) (p)o, und Fo sind teilerfremd als Ideale in Ok, das heifit es gilt
(P)ox +Fo = (Do

(74i) alle Primideale p in O tber p sind invertierbar

Beweis. (i) = (ii): Sei O p-maximal, also p t (Og : O) =: m. Da
(Ok : O) die Anzahl der Elemente in O /O und somit die Gruppen-
ordnung des Faktormoduls ist, gilt fiir jedes & € Ok /O die Gleichung
m x T = Op, 0. Also ist auch m x z € O fiir jedes x € Of. Das
Hauptideal (m)o, ist dann ein Ideal in O, das in O enthalten ist.
Da der Fiihrer von O das grofite solche Ideal in O ist, muss also
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(i)

(iii)

(m)o, C So gelten (ansonsten wire b := (m)o, + Fo ein groferes
Ideal in Ok mit der Eigenschaft, dass b in O liegt). Da p eine Prim-
zahl ist und p t m gilt, sind p und m teilerfremd. Daraus folgt mit
Lemma 2.6.4, dass auch (p)o, und (m)o, teilerfremd sind und so-
mit (p)o, + (m)o, = (1)o, gilt. Wie oben gezeigt wurde, gilt aber
(m)o, C Fo und somit

(Dox = (Plox + (Mo, C (P)ox +To C (1og-
Somit gilt (p)o, + Fo = (1)o, und damit die Behauptung.

= (iii): Angenommen es géibe ein Primideal q in O mit (p)p C q, das
nicht invertierbar ist. Dann gilt nach Theorem 3.3.28 auch §o C q und
damit (p)o + Fo C q+ q = q. Dann wire aber

(P)ox +To = Or((p)o+Fo) C Okq S (1)o-

Dies ist ein Widerspruch zu (p)o, + §o = (1)o,. Also muss jedes
Primideal p in O mit (p)o C p invertierbar sein.

= (i): Angenommen O ist nicht p-maximal. Dann teilt p den Index
(O : O). Wegen §o C O C Ok gilt aber nach Proposition 2.2.8 auch

(Or :F0) = (O : 0) % (O : Fo).

Somit teilt p auch (O : Fo). Als Ideal in der Maximalordnung ist §o
nach Theorem 3.3.27 in Primideale zerlegbar, also §o = [[;_, B;" fiir
paarweise verschiedene, invertierbare Primideale Bi,..., B, in Ok.
Also gilt nach dem Chinesischen Restsatz (Theorem 2.6.5) auch die
Gleichung (Ok : §o) = [[;_; (Ok : B;)¢. Da p eine Primzahl ist, teilt
also p fiir ein 79 den Index (Og : P, ). Der Index (O : B;,) ist aber
nach Proposition 3.3.2 eine Potenz der Basisprimzahl, also ist *B;, ein
Primideal in Ok iiber p und somit p;, := P, N O ein Primideal in
O iiber p. Wegen der Primfaktorzerlegung von §o gilt §o C P;, und
wegen §o C O auch §o C p;,. Nach Theorem 3.3.28 ist dann aber
i, nicht invertierbar in O, also sind nicht alle Primideale in O iiber
p invertierbar. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (iii). Also
ist die Annahme falsch und O muss p-maximal sein.

O

Bemerkung 3.3.36. Solange O nicht die Mazimalordnung ist, findet man
immer eine Primzahl p, so dass O nicht p-mazimal ist. Dann muss es nach
Lemma 3.3.35 auch ein Primideal p tiber p geben, das nicht invertierbar ist.
Die Ordnung Ord(p) ist dann eine echte Obermenge von O. Durch Iteration
dieses Vorgangs erhdlt man einen Algorithmus, der am Ende die Mazimal-
ordnung liefert. Dieser Algorithmus wird in Abschnitt 4.3.5 noch genauer
erkldart und bewiesen.
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Kapitel 4

Algorithmen

In diesem Kapitel soll das Rechnen in Zahlkérpern mit Moduln und ge-
brochenen Idealen algorithmisch dargestellt werden. In Abschnitt 4.1 wird
zunéchst erldutert, wie man mit Hilfe von Koordinatensystemen das Rech-
nen in einem Zahlkorper auf das Rechnen in Q" zuriickfithren kann. An-
schlieBend wird in Abschnitt 4.2 eine Ubersicht iiber Klassen und Funktio-
nen gegeben, mit denen das Rechnen mit Moduln, Idealen und Ordnungen
in Zahlkorpern umgesetzt werden kann. In Abschnitt 4.3 werden einige Al-
gorithmen beschrieben und bewiesen, die fiir das Rechnen in Zahlkoérpern
wichtig oder niitzlich sind. Schliellich wird in Abschnitt 4.4 das Rechnen in
Zahlkérpern mit Hilfe von Sage (siehe [ST09]) umgesetzt. Dabei werden auch
einige Klassen und Funktionen verwendet, die in Sage bereits implementiert
sind. Zu Beginn jedes Abschnitts werden noch ausfiihrlichere Informationen
iiber den entsprechenden Abschnitt gegeben.

4.1 Koordinatensysteme in Zahlkérpern

Jeder Zahlkorper ist ein endlich erzeugter Q-Vektorraum und somit iso-
morph zu Q", wobei n der Grad von K | Q ist. In diesem Abschnitt wird
gezeigt, wie man durch das Festlegen von einer Basis eines endlich erzeug-
ten Q-Vektorraums ein Koordinatensystem definieren kann und mit Hilfe
dieses Koordinatensystems Elemente, Moduln und Abbildungen im Vektor-
raum auf Elemente, Moduln und Abbildungen in Q" zuriickfithren kann.
Auflerdem wird beschrieben wie man Abbildungen in Q™ als Matrizen dar-
stellt und was bei einem Wechsel des Koordinatensystems mit den einzelnen
Objekten passiert.

Definition 4.1.1. Sei K ein Q-Vektorraum, B := by,...,b, eine Q-Basis
von K. Dann lésst sich jedes Element a € K eindeutig als Q-Linearkombi-
nation Z?:l a; * b; = a der Basiselemente schreiben. Die Abbildung

op: K — Q"
a — (ay,...,ay)
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ist ein Isomorphismus und wird als Koordinatenabbildung beziiglich der
Basis B bezeichnet. Die Menge Q™ wird auch als Koordinatenraum be-
zeichnet. Das Tupel (ai,...,a,) = ¢p(a) € Q" heifit Koordinatenvek-
tor von a € K beziglich B. Aufilerdem wird (Q", ¢p) beziehungsweise
Qn, qﬁgl, ¢p) im Folgenden als Koordinatensystem von K beziiglich der
Basis B bezeichnet.

Bemerkung 4.1.2. Da ¢p ein Isomorphismus von Q-Vektorrdumen ist,
werden (Q- beziehungsweise Z-)Linearkombinationen erhalten. Das Bild ei-
ner Linearkombination von Elementen ist also die Linearkombination (mit
gleichen Koeffizienten) von den Bildern der Elemente. Daraus ergibt sich
sofort, dass das Bild ¢p(m) eines Moduls m C K genau der Z-Untermodul
von Q" ist, der von den Bildern eines Erzeugendensystem von m erzeugt
wird.

Bemerkung 4.1.3. Nach Theorem 2.4.10 wird K von einem einzigen Ele-
ment erzeugt, das heifit es gibt ein Element o € K mit K = Q[a]. Legt
man fir jeden Zahlkorper K einen kanonischen Erzeuger ay fest, so erhdlt
man durch B = {1, a}{, a%, e ,aanl} eine kanonische Basis von K. Die-
se wird im Folgenden als Standardbasis von K bezeichnet. Dadurch erhdlt
man auch ein Standardkoordinatensystem (Q", ¢p, ) des Zahlkirpers.

Lemma 4.1.4. Sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen Q-Vektor-
raumen. Sei By := {v1,...,v,} eine Basis von V und By := {w1, ..., w,}
eine Basis von W. Dann gibt es eine lineare Abbildung fgy Q™ — Q" so
dass das folgende Diagramm kommutiert:

v w

¢>BVJ o J¢BW (4.1)

Qm By Qn

Beweis. Die Abbildungen ¢p, und ¢p, sind Isomorphismen. Somit ist
fg“f/ = ¢p,, o fo gb;\ll eine Abbildung mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten. O

Bemerkung 4.1.5. Umgekehrt kann man auch jeder Abbildung zwischen
den Koordinatenrdumen eine entsprechende Abbildung zwischen den Q- Vek-
torrdumen zuordnen (bei gegebenen Basen). Der Beweis ist véllig analog.

Definition 4.1.6. Schreibt man die Bilder der Abbildung fg;" als Zeilen
in eine Matrix M g“/" (f), so gilt fiir jeden Vektor v € Q™ die Gleichung

BV (v) = v MEY (f).

Somit definiert jede lineare Abbildung f zwischen Q-Vektorraumen eine Ma-
trix M gx’( f) beziiglich der Basen By und By. Man nennt diese Matrix
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die (Zeilen)-Darstellungsmatrix von f beziiglich By und By. Umge-
kehrt definiert jede m x n-Matrix A eine lineare Abbildung f(A) : V — W
beziiglich der Basen By und By, indem man fg;" (A)(v) := v* A setzt und

dann die Funktion f durch gbgiv o fg“j’ o ¢p, definiert (vergleiche Diagramm
4.1).

Bemerkung 4.1.7. Man kann die Darstellungsmatrizen auch so definie-
ren, dass man die Bilder in die Spalten schreibt, anstatt in die Zeilen. Die
Berechnungen laufen dann analog, man muss nur alle Matrizen durch ihre
Transponierten ersetzen und alle Matrizmultiplikationen von rechts durch
Matrizmaultiplikationen von links austauschen und umgekehrt (wobei Vekto-
ren hier auch als Matrizen gezihlt werden). Im Folgenden werden jedoch
immer Zeilen-Darstellungsmatrizen benutzt.

Bemerkung 4.1.8. In den vorherigen Definitionen und Lemmas wurde ge-
zeigt, dass lineare Abbildungen zwischen Q- Vektorrdumen sich Matrizen mit
Koeffizienten in Q zuordnen lassen und umgekehrt (bei geeigneter Zeilen-
und Spaltenzahl). Das folgende Lemma zeigt nun, dass die Darstellungsma-
triz einer Verkniipfung von linearen Abbildungen das Produkt der Darstel-
lungsmatrizen der linearen Abbildungen ist. Da Multiplikation von Matrizen
beziehungsweise Verkniipfung von linearen Abbildungen nicht kommutativ
ist, sollte man aber genau auf die Reihenfolge im Lemma achten.

Lemma 4.1.9. Seien U,V,W Q-Vektorriume mit Basen By, By, By .
Seien f:U —V, g:V — W lineare Abbildungen. Dann gilt

MEY (go f) = MEY (f) * MEY (g).

Beweis. Nach der Definition der Darstellungsmatrizen gilt fiir jeden Vektor
veQm:

veMy(gof) = (95 o Ji)®) = g5 (Jpy (V) i
= QBf,V(v;MB,}/(f))B: (v * MB(‘J/(f)) * MBJV(Q)
= Ux (MB(‘J/(JC> * MBy(Q))
Insbesondere gilt diese Gleichung fiir die Einheitsvektoren e;. Da e;x A gleich
der i-ten Zeile einer Matrix A ist, sind also die Zeilen der Matrix auf der

linken Seite gleich den Zeilen der Matrix auf der rechten Seiten. Somit sind
die Matrizen gleich. d

Definition 4.1.10. Sei V' ein Q-Vektorraum, n = (V : Q). Seien B, B
zweil Basen von V. Dann induziert die Identitét folgendes kommutatives
Diagramm:



Somit stellt die Abbildung Idg; den Koordinateniibergang von B zu B dar.

Wendet man also I dg auf die Koordinaten beziiglich der Basis B an, dann
erhiilt man als Bilder die Koordinaten beziiglich der Basis B. Die dazu-
gehorige Matrix Tg =M g (Id) nennt man Transformationsmatrix von
B nach B.

Lemma 4.1.11. Seien V,W Q- Vektorrdume mit Dimension (V :~Q) =m,
W:Q)=n und f:V — W eine lineare Abbildung. Seien By, By Basen
von V und By, Bw Basen von W. Dann gilt:

B B B B
MB“jV(f) = TB“// * M (f) = Tg"

Beweis. Man erhilt das folgende kommutative Diagramm:

1% Tdv 1% f W tw W
¢Bvl ld’BW
P5y, Q™ Q" . PBy
m n
Q o Q
By

Es gilt also f g W=7 dgg o g“;‘/ ol dg" und somit folgt wegen Lemma 4.1.9
14 \'4

die Behauptung. O

Definition 4.1.12. Sei K ein Q-Vektorraum, m ein endlich erzeugter Z-
Modul in K, B eine Basis von K und my, ..., m; ein Z-Erzeugendensystem
von m. Dann nennt man die k x n-Matrix A(my, ..., my), die aus den Zeilen
oB(mi),...,¢p(my) besteht, eine Erzeugermatrix von m beziiglich B.

Bemerkung 4.1.13. A(myq,...,my) ist die Darstellungsmatriz der Funk-
tion f: K — K, die b; auf m; abbildet.

f

Ig K
bi F m;
oB Jv/ Jv/ oB
et (M)
fB
Q" : Q"
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[E bildet also Z™ surjektiv auf den Modul ¢p(m) in Q" ab.

Bemerkung 4.1.14. Durch Berechnen der Hermite-Normalform einer Er-
zeugermatrixz von m beziglich der Basis B und Entfernen der Nullzeilen
erhdlt man eine neue Matriz, deren Zeilen die Koordinatenvektoren einer
Z-Basis des Moduls sind (beziiglich der Basis B). Man nennt diese Ma-
trix dann die Basismatrixz von m. Wegen der Findeutigkeit der Hermite-
Normalform erhdlt man auf diese Weise eine Basis des Moduls, die nicht
vom Erzeugendensystem abhdngt. Man sollte jedoch darauf achten, dass die
Hermite-Normalform nur fiir Matrizen mit Koeffizienten in einem euklidi-
schen Ring definiert ist (zum Beispiel Z). Durch Basisinderungen kann man
jedoch leicht die Koeffizienten in Q zu Koeffizienten in Z machen. Dies wird
in Algorithmus 4.3.83 noch genauer erldutert.

4.2 TUbersicht iiber Funktionen

In diesem Abschnitt werden einige Funktionen beschrieben, die man fiir das
Rechnen in Zahlkérpern implementieren sollte. Dabei werden als Ubersicht
iiber die Funktionen sogenannte UML-Diagramme (Unified Modeling Lan-
guage) verwendet. Weitere Informationen zu UML findet man auf der offizi-
ellen UML-Seite (http://www.uml.org) oder in diversen UML-Tutorials im
Internet. Nach den UML-Diagrammen ist jeweils noch eine Tabelle mit einer
Kurzbeschreibung der einzelnen Funktionen zu finden. Implementierungen
der Funktionen sind im Abschnitt 4.4 zu finden. Einige grundlegende Klas-
sen und Funktionen (zum Beispiel Matrizen, Listen und Polynome) werden
hier nicht beschrieben, da sie iiblicherweise schon implementiert sind und
grofitenteils auch nicht besonders interessant sind.

4.2.1 Zahlkorper

NumberField

— _gen: NFE
— _poly: Polynomial

NumberField(Polynomial )

+ degree() : int

+ generator() : NFE

+ maximal_order() : Order

+ polynomial() : Polynomial

+ standard_basis() : Liss<NFE>
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Funktionsname

Beschreibung

NumberField(v)

Konstruktor des Zahlkérpers Q[a], wobei a die Nullstelle des
normierten, irreduziblen Polynoms p ist.

this.degree()

Gibt den Grad des erzeugenden Polynoms _poly und somit den
Grad des Zahlkorpers zuriick.

this.generator()

Gibt das erzeugende Element des Zahlkorpers zuriick, das heifit
die Nullstelle des erzeugenden Polynoms _poly.

this.maximal_order()

Berechnet die Maximalordnung des Zahlkorpers (zum Beispiel
mit Algorithmus 4.3.11) und gibt sie zuriick.

this.polynomial()

Gibt das erzeugende Polynom _poly des Zahlkorpers zurtick.

this.standard_basis()

Gibt [1, o, o2, ..., @™~ 1] zuriick, wobei o := this.generator()
und n := this.degree() gesetzt wird.

4.2.2 Elemente von Zahlkoérpern

NFE

— _number_field: NumberField

NFE(Vector v, NumberField K, List<NFE> B)
+ operator+(NFE z, NFE y) : NFE

+ operator/(NFE a, NFE b) : NFE

+ operator==(NFE z) : bool
+ operatorx(NFE z, NFE y) : NFE

+ operator—() : NFE
+ operator—(NFE z, NFE y) : NFE

+ number_field() : NumberField
+ to_coordinates(List<NFE> B) : Vector

Funktionsname

Beschreibung

NFE(v, K, B)

Konstruktor des Zahlkérperelements, das vom Koordinatenvek-
tor v im Zahlkérper K erzeugt wird (beziiglich der Basis B).

operator+(x, y)

Berechnet die Summe der Zahlkérperelemente x und y und gibt
sie zuriick.

operator/(a, b)

Berechnet den Quotienten % der Zahlkorperelemente a,b und
gibt ihn zuriick.

this.operator==(x)

Testet, ob die Zahlkérperelemente this und = gleich sind und
gibt den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

operator*(z, y)

Berechnet das Produkt der Zahlkorperelemente z und y und
gibt es zuriick.

this.operator—()

Berechnet das additive Inverse von this und gibt es zuriick.

operator—(z, y)

Berechnet die Differenz x — y der Zahlkorperelemente x, y und
gibt sie zuriick.

this.number_field()

Gibt den Zahlkérper _number_field zuriick. Dies ist der Zahl-
korper, in dem das Zahlkorperelement erzeugt wurde.

this.to_coordinates(B)

Berechnet die Koordinaten von this beziiglich der Basis B und
gibt sie als Vektor zurtick.

102



4.2.3

Moduln

NFModule

— _coord_basis: List<Vector>

— _gens: List<NFE>

— _number_field: NumberField

— _number_field_basis: List<NFE>

NFModule(List<NFE> gens, NumberField K)

+ operator+(NFModule m;, NFModule my) : NFModule
+ operator3(NFE z) : bool

+ operator==(NFModule m) : bool

+ operatorx(NFModule m;, NFModule msy) : NFModule
+ coord_basis() : List<Vector>

+ discriminant() : int

+ factor_module(NFModule m;, NFModule ms) : List<Ring>
+ get_extended_basis() : List<NFE>

+ includes(NFModule m) : bool

+ index(NFModule m;, NFModule ms) : int

+ intersection(NFModule m;, NFModule ms) : NFModule
+ is_fract_ideal(Order O) : bool

+ is_full() : bool

+ module_inverse(Order O) : NFModule

+ module_order() : Order

+ number_field_basis() : List<NFE>

+ number_field() : NumberField

+ quotient(NFModule m;, NFModule my) : NFModule
+ rank() : int

+ scale(int scalar) : NFModule
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Funktionsname

Beschreibung

NFModule(gens, K)

Konstruktor des Moduls in K, der von den Elementen in gens
erzeugt wird. Die Basis des Moduls sollte entweder hier im
Konstruktor oder bei der ersten Benutzung einer der Funktio-
nen this.number_field_basis() oder this.coord_basis() berech-
net werden (mit Algorithmus 4.3.3).

operator+(my, ma)

Berechnet die Summe der Moduln m; und m2 und gibt sie
zuriick.

this.operators(x)

Testet, ob das Zahlkorperelement x im Modul this enthalten
ist und gibt den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

this.operator==(m)

Testet, ob die Moduln this und m gleich sind und gibt den
entsprechenden Wahrheitswert zurtick.

operatorx(my, mg)

Berechnet das Produkt der Moduln m; und ms und gibt es
zuriick.

this.coord_basis()

Gibt die Koordinatenvektoren der Basiselemente des Moduls
this beztiglich der Standardbasis des Zahlkorpers zurtiick.

this.discriminant()

Berechnet die Diskriminante des Moduls this und gibt sie
zuriick.

factor_module(m;, ma)

Berechnet den Isomorphietyp des Faktormoduls mj/mo mit
Algorithmus 4.3.5 und gibt eine Liste der Faktoren im karte-
sischen Produkt zurtick.

this.get_extended _basis()

Erweitert die Basis des Moduls zu einer (Q-Basis des Zahl-
korpers und gibt diese erweiterte Basis zuriick. In der neuen
Basis sind alle Elemente der alten Basis (bis auf Reihenfolge)
unverdndert enthalten.

this.includes(m)

Testet, ob der Modul m im Modul this enthalten ist und gibt
den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

index(my, mg)

Berechnet den Index des Faktormoduls m;/mo und gibt ihn
zuriick.

intersection(my, ma)

Berechnet den Schnitt der Moduln m; und ms mit Algorith-
mus 4.3.4 und gibt ihn zuriick.

this.is_fract_ideal(O)

Testet, ob der Modul ein gebrochenes Ideal der Ordnung O
ist und gibt den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

this.is_full()

Testet, ob der Modul vollstdndig ist und gibt den entspre-
chenden Wahrheitswert zurtick.

this.module_inverse(O)

Berechnet den Quotienten O%this und gibt ihn zuriick.

this.module_order()

Berechnet die Ordnung des Moduls this und gibt sie zuriick.
Die Ordnung ist gegeben durch den Quotienten this%this.

this.number_field_basis()

Gibt die (durch die Hermite-Normalform eindeutig gemachte)
Basis des Moduls als Liste von Zahlkorperelementen zurtiick.

this.number_field()

Gibt den bei der Konstruktion des Moduls gesetzten Zahlkor-
per _number_field zuriick.

quotient(my, ma)

Berechnet den Quotienten mj%mso der Moduln m; und mo
mit Algorithmus 4.3.6 und gibt ihn zuriick.

this.rank()

Gibt den Rang des Moduls this zuriick. Dieser ist gegeben
durch die Anzahl der Elemente der Basis des Moduls.

this.scale(int scalar)

Gibt den Modul zuriick, der das scalar-fache des Moduls this
ist.
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4.2.4 Ordnungen

Order

— _number_field: NumberField

Order(List<NFE> gens, NumberField K)

+ basis() : List<NFE>

+ ideal(List<NFE> B) : Fracldeal

+ module() : NFModule

+ number_field(): NumberField

+ prime_ideals_above_p(int p) : List<FracIdeal>

Funktionsname

Beschreibung

Order(gens, K)

Konstruktor der Ordnung in K, die von den Zahlkoérper-
elementen in gens erzeugt wird.

this.basis()

Gibt die Z-Basis der Ordnung this zuriick.

this.ideal(B)

Gibt das gebrochene Ideal der Ordnung this zuriick, das
von den Zahlkorperelementen in B erzeugt wird.

this.module()

Gibt einen Modul in _number_field zuriick, der der Ord-
nung this entspricht. Alternativ kann man auch die Klasse
Order von der Klasse NFModule erben lassen, dann wird
diese Funktion nicht benétigt.

this.number_field()

Gibt den Zahlkérper _-number_field zuriick in dem die Ord-
nung konstruiert wurde.

this.prime_ideals_above_p(p)

Berechnet mit Algorithmus 4.3.8 die Primideale iiber der
Primzahl p und gibt diese zuriick.
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4.2.5 Ideale

Fracldeal

— _gens: List<NFE>
— _order: Order

Fracldeal(List<NFE> gens, Order O)

+ operator+(Fracldeal ay, Fracldeal ay) : Fracldeal
+ operator>(NFE z) : bool

+ operator==(Fracldeal a) : bool

+ operator(Fracldeal a;, Fracldeal ay) : FracIdeal
+ coord_basis() : List<Vector>

+ coprime(Fracldeal a;, FracIdeal as) : bool

+ factor() : List<(Fracldeal, int)>

+ generators() : List<NFE>

+ includes(Fracldeal a) : bool

+ inverse() : Fracldeal

+ is_integral() : bool

+ is_invertible() : bool

+ module() : NFModule

+ number_field() : NumberField

+ number_field basis() : List<NFE>

+ order() : Order

+ pseudo_inverse() : FracIdeal

+ scale(int scalar) : FracIdeal

+ valuation(FracIdeal a) : int, Fracldeal
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Funktionsname

Beschreibung

Fracldeal(gens, O)

Konstruktor des gebrochenen Ideals von O, das von den Ele-
menten gens erzeugt wird.

operator+(az, az)

Berechnet die Summe der gebrochenen Ideale a; und as und
gibt sie zuriick.

this.operator>(z)

Testet, ob das Zahlkorperelement x im gebrochenen Ideal
this enthalten ist und gibt den entsprechenden Wahrheitswert
zuriick.

this.operator==(a)

Testet, ob die beiden gebrochenen Ideale this und a gleich sind
und gibt den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

operatork(ai, az)

Berechnet das Produkt der gebrochenen Ideale a; und az und
gibt es zuriick.

this.coord_basis()

Gibt this.module().coord_basis() zuriick.

coprime(ay, az)

Testet, ob die beiden gebrochenen Ideale teilerfremd sind und
gibt den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

this.factor()

Zerlegt das gebrochene Ideal mit Algorithmus 4.3.10 in ein
Produkt von invertierbaren Primidealen und einen Rest, der
in keinem invertierbaren Primideal enthalten ist. Gibt ei-
ne Liste mit den Faktoren und dazugehorigen Exponenten
zuriick. Das erste Element der Liste sollte der Rest mit Ex-
ponent 1 sein.

this.generators()

Gibt _gens zuriick. Dies ist das bei der Konstruktion des ge-
brochenen Ideals angegebene O-Erzeugendensystem von this,
wobei O die Ordnung von this ist.

this.includes(a)

Testet, ob das gebrochene Ideal a in this enthalten ist und
gibt den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

this.inverse()

Berechnet das Inverse des gebrochenen Ideals this und gibt es
zuriick (falls es existiert).

this.is_integral()

Testet, ob das gebrochene Ideal this ein ganzzahliges Ideal sei-
ner Ordnung ist und gibt den entsprechenden Wahrheitswert
zuriick.

this.is_invertible()

Testet, ob das gebrochene Ideal this invertierbar in seiner Ord-
nung ist und gibt den entsprechenden Wahrheitswert zuriick.

this.module()

Gibt einen Modul im Zahlkérper this.number_field() zuriick,
der dem gebrochenen Ideal this entspricht. Alternativ kann
man auch die Klasse Fracldeal von der Klasse NFModule er-
ben lassen, dann wird diese Funktion nicht bené&tigt.

this.number _field()

Gibt den Zahlkérper this.order().number_field() zurtick.

this.number_field basis()

Gibt this.module().number_field_basis() zuriick.

this.order()

Gibt die Ordnung zuriick, mit der das gebrochene Ideal this
erzeugt wurde.

this.pseudo_inverse()

Berechnet das gebrochene Ideal this.order()%this und gibt es
zuriick. Dieses Ideal entspricht dem Inversen von this, falls
this invertierbar ist.

this.scale(z)

Gibt das gebrochene Ideal zuriick, das das scalar-fache des
gebrochenen Ideals this ist.

this.valuation(a)

Berechnet die Bewertung des ganzzahligen Ideals this beziig-
lich des invertierbaren Primideals a und gibt die Bewertung
und den nicht in a enthaltenen Rest zuriick (vergleiche Al-
gorithmus 4.3.9). Diese Funktion kann auch auf gebrochene
Ideale this und invertierbare gebrochene Ideale a erweitert
werden (dies wird in Bemerkung 4.3.5 néher erliutert).

4.3 Beschreibung der Algorithmen

In diesem Abschnitt werden mehrere Algorithmen beschrieben und bewie-
sen, die fiir das Rechnen in Zahlkérpern niitzlich oder sogar notwendig sind.
Einige von diesen Algorithmen werden dann im Abschnitt 4.4 implemen-
tiert. Jeder Algorithmus wird durch eine Reihe von Schritten beschrieben,
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die nacheinander ausgefiihrt werden. Wird in einem Schritt verlangt, zu ei-
nem anderen Schritt zu gehen, so geht der Algorithmus ab diesem Zeitpunkt
vom neuen Schritt normal weiter. Eine mogliche Abfolge von Schritten sieht
also beispielsweise so aus:

1,2,3,4 : gehe zu(1),1,2,3 : gehe zu(8), 8, 9.

Die einzelnen Schritte sind dabei in Textform/Pseudocode geschrieben. Die
Beweise der Algorithmen verwenden die Sétze, die in den vorherigen Kapi-
teln vorgestellt wurden und verweisen an den entsprechenden Stellen auf die
Satznummern.

4.3.1 Matrixalgorithmen

Die Hermite-Normalform und die Smith-Normalform sind in Sage bereits
implementiert und werden deshalb nicht in Abschnitt 4.4 implementiert.
Dafiir werden die beiden Algorithmen in diesem Abschnitt jeweils an einem
Beispiel veranschaulicht. Im Folgenden seien die betrachteten Matrizen im-
mer Matrizen mit Koeffizienten in Z und die euklidische Norm von Z die
iibliche Betragsnorm. Auflerdem seien die Reprisentantensysteme definiert
durch Rep(Z) := Ny und Rep(Z/(a)z) := {0,...,|a| — 1} fir alle a € Z.
Die Integerdivision a div b sei so definiert, dass a div b = ¢ genau dann gilt,
wenn a = bxg+r fiir ein r € {0,...,|b] — 1} gilt. Fiir andere euklidische Rin-
ge lassen sich die Algorithmen leicht anpassen, solange man eine Méglichkeit
hat, die Division mit Rest durch einen endlichen Algorithmus zu berechnen.

Hermite-Normalform

Algorithmus 4.3.1. Der folgende Algorithmus bestimmt die Hermite-Nor-
malform einer m x n-Matrix A = {a;;}. Dabei wird A zur Hermite-Normal-
form geéndert. Der Wert ¢ sei mit O initialisiert.

1. Setze i :=17+ 1.

2. Sind alle Zeilen i, ¢ + 1, ..., m Nullzeilen oder i = m + 1, so setze
r:=4— 1 und gehe zu Schritt 7. Ansonsten setze

siz=min{j € {l,...,n} | Ii' >i:ay; #0}
und fahre fort mit Schritt 3.

3. Setze t gleich dem Zeilenindex eines Elements a;;, mit kleinster Norm,
wobei i’ die Menge {4, ..., m} durchliuft. Bei mehreren Elementen mit
gleicher Norm kann ein beliebiges ausgewiihlt werden (beispielsweise
immer das mit dem kleinsten/grofiten Zeilenindex).

4. Vertausche die Zeilen ¢ und ¢.
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5. Fir jedes k in {i +1,...,m} berechne ¢ := a5, div a;s; (Integerdivi-
sion in Z) und ziehe das g-fache der Zeile ¢ von der Zeile k ab.

6. Teste, ob alle Elemente a;,, gleich 0 sind fiir ¢/ € {i + 1,...,m}. Sind
alle Elemente gleich 0, so gehe zu Schritt 1. Ansonsten gehe zuriick zu
Schritt 3.

7. Fiir jedes i € {1,...,r} multipliziere Zeile i mit —1, falls a;s, negativ
ist.

8. Fiir jedes i € {1,...,7} und jedes k € {1,...,i— 1} berechne die
Integerdivision ¢ := ays, div a;s, und ziehe das g-fache der Zeile i von
der Zeile k ab.

9. Gib die Matrix A zuriick.

Beweis. Dieser Algorithmus ist eine Moglichkeit das Verfahren auszufiihren,
das im Beweis der Existenz der Hermite-Normalform in Theorem 2.7.12
beschrieben wurde. Fiir ein besseres Verstédndnis des Algorithmus folgt gleich
noch das Anwendungsbeispiel 4.3.2. ]

Bemerkung 4.3.1. Fulls die Matriz A Koeffizienten in Q statt in Z hat,
so kann man die Matriz zundchst mit dem Hauptnenner d der Koeffizien-
ten multiplizieren (das heifst jedes Element der Matriz mit d multiplizieren)
und dann die Hermite-Normalform bilden. Danach muss man jedoch die
Ergebnismatriz noch mit é multiplizieren. Dies entspricht der Berechnung
der Hermite-Normalform mit Koeffizienten im Fuklidischen Ring é *x 7, mit
Einselement é und Normfunktion d x| - |. Bei Erzeugermatrizen von Mo-
duln entspricht dieses Vorgehen einem Basiswechsel im Vektorraum, der die
Koordinaten nach Z" bringt und nach der Berechnung der Hermite-Normal-
form einem erneuten Basiswechsel in die urspriingliche Basis.

Beispiel 4.3.2. In diesem Beispiel wird die Anwendung von Algorithmus
4.3.1 auf die Matrix

0o 7 -6 -9
A=|0 -2 1 2
0o 5 5 1

erklart. Zunédchst wird in Schritt 1 die Zeile i = 1 ausgewéhlt. In Schritt 2
wird s1 = 2 gesetzt, da in der ersten Spalte nur Nullen auftreten.

51
0O 7]-6 -9 {
0] -2 1 2
0 5 5 1

In Schritt 3 wird ¢ = 2 gesetzt, da in Spalte s; das Element —2 die kleins-
te Norm (in diesem Fall die normale Betragsnorm von Z) hat und dieses
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Element in Zeile 2 steht.

51
0] 71=6 —9\ i
0[] 1 2] ¢
ol 5| 5 1

Nun werden in Schritt 4 die Zeilen ¢ und ¢ vertauscht.

S1
0] -2 1 2 i
0 7| -6 -9
0 5 5 1
In Schritt 5 werden die Zeilen ¢ 4+ 1,...,m so verdndert, dass in Spalte s;
unterhalb von Zeile ¢ die Reste der Division durch a;s; = —2 stehen. Dafiir
berechnet man die Integerdivisionen
Ait1,s; div aze, = Tdiv —2= -3
am,s; div azs; = 5div —2= -2

und zieht das entsprechende Vielfache der i-ten Zeile von der dazugehorigen
Zeile ab.

51
0] -2 1 2 1
0 11-3 -3
0 1 7 5

In Schritt 6 wird nun getestet, ob die Reste alle 0 geworden sind. In diesem
Fall sind die Reste aber jeweils 1. Somit geht der Algorithmus wieder zu
Schritt 3 und wahlt wieder ein Element minimaler Norm. In diesem Fall
gibt es zwei solche Elemente: a;15, = a2 = 1 und a5, = a3z = 1. Fiir
dieses Beispiel wird angenommen, dass der Algorithmus immer das erste

solche Element wahlt. Es wird also ¢t = 2 gesetzt.

S1
o|—-2] 1 2 7
o[(D|-3 -3 ¢
o 1] 7 5

Nach der Vertauschung der Zeilen (Schritt 4) und der Resteberechnung
(Schritt 5) ergibt sich dann folgende Matrix:

S1
0|1} -3 -3 1
00} -5 —4
00 10 8
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Diesmal sind alle Reste 0, also geht man wieder zuriick zu Schritt 1 und
setzt ¢ = 2. In Schritt 2 wird dann so = 3 gesetzt, da in den Zeilen ¢ = 2 und
1+ 1 =m = 3 die ersten Elemente ungleich 0 in der Spalte 3 auftauchen.

52
0 1(-3|-3
0 0| -5 |4 1
0 0| 10| 8

Das Element mit kleinster Norm (in den Zeilen > ) ist nun die —5. Es
wird also ¢ = 2 in Schritt 3 gesetzt. Da aber i ebenfalls gleich 2 ist, passiert
beim Zeilen vertauschen in Schritt 4 nichts, da die Zeile mit sich selbst
getauscht wird. Durch die Resteberechnung in Schritt 5 ergibt sich dann
folgende Matrix:
52
0 1]|-3]|-3

0 0|-5|—4 l
0 0] 0] O

Die Reste sind hier alle 0, also geht man von Schritt 6 zuriick zu Schritt
1 und setzt ¢ = 3. In Schritt 2 stellt man fest, dass nun alle Zeilen > i
Nullzeilen sind, also geht man zu Schritt 7. Dort werden die Spaltenelemente
in das Repréasentantensystem Ny von Z gebracht, indem man alle Zeilen i
mit negativem Spaltenelement a;s; mit der Einheit —1 multipliziert, also in
diesem Fall nur die Zeile 2.

01 -3 -3
00 5 4
00 0 O

Nun miissen in Schritt 8 noch die restlichen Elemente der Stufenspalten
normiert werden. Dies geschieht wieder mit Hilfe der Integerdivision. An
dieser Stelle ist es wichtig, dass die Integerdivision so definiert wurde, dass
der Rest a — (a div b) x b in {0,...,|b] — 1} liegt, da dies das gewé#hlte Re-
prasentantensystem fiir Z/(b)z ist. Da die Spalte s; keine Elemente iiber
dem Spaltenelement hat, muss nur die Spalte so normiert werden. Nach
diesem Schritt hat man die Matrix

S S9

1
1
0
0

o O O
o

2
5
0

und diese ist die Hermite-Normalform von A.
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Smith-Normalform

Algorithmus 4.3.2. Der folgende Algorithmus bestimmt die Smith-Nor-
malform einer m xn-Matrix A = {a;;}. Dabei wird A zur Smith-Normalform
gedndert. Zu Beginn des Algorithmus sei s = 0.

1.

Setze s := s+ 1. Ist s > min {m, n}, so gib die (verdnderte) Matrix A
als Smith-Normalform zuriick.

. Falls die Spalte s eine Nullspalte ist und die Zeile s eine Nullzeile

ist, gehe zuriick zu Schritt 1. Falls nur die Zeile s eine Nullzeile ist,
iiberspringe Schritt 3.

Bestimme die Normen der Elemente agsg,...,as, in der Zeile s und
setze j gleich dem Spaltenindex des Elements mit der kleinsten Norm
ungleich 0. Vertausche die Spalten s und j.

Bestimme die Normen der Elemente agg, ..., amns in der Spalte s und
setze i gleich dem Zeilenindex des Elements mit der kleinsten Norm
ungleich 0. Vertausche die Zeilen s und 3.

Wiederhole die Schritte 3 und 4 bis ass sowohl in der Zeile s als auch
in der Spalte s das Element mit der kleinsten Norm ungleich 0 ist.

Gehe die Spaltenindizes j > s durch. Berechne die Integerdivisionen
gj = asj div ass und ziehe das g;-fache der Spalte s von der j-ten
Spalte ab. Das Element a,; ist dann entweder gleich 0 oder hat eine
kleinere Norm als ass. Falls alle as; zu 0 werden, fahre fort mit dem
néchsten Schritt, ansonsten gehe zuriick zu Schritt 3.

Gehe die Zeilenindizes ¢ > s durch. Berechne die Integerdivisionen
q; = a;5 div ass und ziehe das g;-fache der Zeile s von der i-ten Zeile
ab. Das Element a;s ist dann entweder gleich 0 oder hat eine kleinere
Norm als agss. Falls alle a;5 zu 0 werden, fahre fort mit dem néchsten
Schritt, ansonsten gehe zuriick zu Schritt 4.

Ist ass sowohl in Zeile s als auch in Spalte s das einzige Element
ungleich 0, so fahre fort mit Schritt 9. Ansonsten gehe zuriick zu Schritt
3.

Falls s = 1 ist oder as—1 s—1 das Element ay, teilt, gehe zu Schritt 1.
Ansonsten fiige die Zeile s zur Zeile s — 1 hinzu, setze s := s — 1 und
gehe zu Schritt 3.

Beweis. Der Algorithmus setzt das Verfahren um, das beim Beweis der Exis-
tenz der Smith-Normalform in Theorem 2.7.17 verwendet wurde. Fiir ein
besseres Verstédndnis folgt gleich noch das Anwendungsbeispiel 4.3.4 O
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Bemerkung 4.3.3. Statt den Schritten 2 bis 5 des Algorithmus kann man
auch in der Teilmatriz mit den Zeilen s bis m und den Spalten s bis n
nach einem Element minimaler Norm (ungleich 0) suchen. Dieses Element
kann man dann durch eine Zeilen- und eine Spaltenvertauschung an die
Position ass bringen. In Schritt 6 und Schritt 7 kann man den Schritt auch
unterbrechen, sobald eine der Divisionen einen Rest ungleich 0 liefert und
sofort zur Vertauschung gehen, ohne alle grofleren j zu betrachten. Welche
Versionen des Algorithmus effizienter sind, hdngt von der Matrix ab. Dies
wird jedoch in dieser Arbeit nicht weiter untersucht.

Beispiel 4.3.4. In diesem Beispiel wird die Anwendung des Algorithmus

4.3.2 auf die Matrix
15 5 4 -8

A=13 1 2 -4
9 -3 12 —4
erlautert. Zunachst wird s = 1 gesetzt. Dann berechnet man die Normen

der Elemente in Zeile s = 1 und setzt j = 3, da das Element a13 = 4 die
kleinste Norm in der Zeile hat.

5 J

15 5 (4) -8\ s
3.1 2 —4

9 -3 12 —4

Dann vertauscht man Spalte 1 und Spalte 5 und sucht danach in der Spalte
s = 1 das Element mit der kleinsten Norm, in diesem Fall as3 = 2. Es wird
also i = 2 gesetzt, da as3 in Zeile 2 ist.

s
415 15 -8 s

1 3 -4 {
121 -3 9 -4

Nach dem Vertauschen von Zeile s = 1 und Zeile i = 2 sucht man erneut
in der ersten Zeile nach Elementen minimaler Norm (da sich die erste Zeile
durch die Zeilenvertauschung veréndert hat). In diesem Fall ist a;2 = 1 das
Element mit der kleinsten Norm, also wird j = 2 gesetzt.

5 J

2 (1) 3 -4\ s
4 5 15 -8
12 -3 9 -4

Vertauscht man nun wieder die Spalten s = 1 und j = 2, so ist ass = 1
sowohl in der Zeile s = 1 als auch in der Spalte s = 1 das Element mit der
kleinsten Norm. Es miissen also zunichst keine weiteren Vertauschungen
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vorgenommen werden. Man betrachtet sich als néchstes die Zeile s = 1 und
geht nacheinander die Spalten j > s durch. Dabei zieht man von der j-ten
Spalte das (as; div ass)-fache der Spalte s = 1 von der Spalte j ab.

s j —

1 2 3 -4 s
5 4 15 -8

-3 12 9 —4

Da in diesem Fall alle Elemente a,; durch ass teilbar sind, bekommt man
dadurch die folgende Matrix:

s

1 0 0 O s
5 —6 0 12

-3 18 0 -16

Da in der Zeile nur Nullen entstanden sind und keine Elemente mit kleinerer
Norm, wendet man nun ein analoges Verfahren auf die Spalte s = 1 an,
indem man dieses mal das (a;s div ass)-fache der Zeile s = 1 von der Zeile 4
abzieht, wobei ¢ die Werte s+ 1 bis m durchlduft. Dabei entsteht erneut kein
FElement mit kleinerer Norm, also sieht die Matrix dann folgendermafien aus:

s

110 0 O s
0|—-6 0 12

0|18 0 -16

Da nun sowohl in der ersten Spalte als auch in der ersten Zeile das Element
a11 das einzige Element ungleich 0 ist, setzt man s = 2 und sucht wieder in
Zeile s nach Elementen mit moglichst kleiner Norm.

0
0 12 s
0 —-16

0\ *

1
0 (-
0

—_

In diesem Fall ist das Element mit der kleinsten Norm (ungleich 0) schon
an der richtigen Stelle (ass), also miissen keine Spalten vertauscht werden.
Ebenso ist es auch in der Spalte s = 2:

S

1[ofo o
0|Ce) 0o 12 | s
0180 —16

114



Somit geht man wieder zur Restberechnung {iber und zieht von der j-ten
Spalte das (as; div ass)-fache der Spalte s = 2 von der Spalte j ab, wobei j
die Werte s + 1 bis n durchlauft. Dadurch entsteht die folgende Matrix:

s
1 0 0 0
0 -6 0 O s
0 18 0 20

Nachdem man auch in der Spalte s = 2 den entsprechenden Algorithmus
angewendet hat, ergibt sich die Matrix

s
110 (0 O
0]—6/0 O S
0] 0 |0 20
Nun ist —6 das einzige Element in Zeile s = 2 und Spalte s = 2, das
ungleich 0 ist. AuBerdem teilt as_1 -1 = 1 das Element as; = —6. Somit

kann s wieder um 1 erhoht werden.

s
1 0 0 O
0 -6 0 O
0 0 0 20 s

An dieser Stelle wird wieder eine Zeilenvertauschung vorgenommen, da 20
die kleinste Norm ungleich 0 in der Zeile s = 3 hat.

s
1 0 0 0
0 -6 0 O

0 0 20 0/ s

Nun ist 20 wieder das Element mit der kleinsten Norm ungleich 0 in Zeile
und Spalte s = 3. Dieses Mal teilt aber as_1 s—1 nicht das Element as, = 20.
Man fiigt deswegen die Zeile s zur Zeile s — 1 hinzu, erniedrigt s um 1 und
geht wieder zu den Vertauschungen {iber.

s
1 0 0 0
0 -6 20 O s
0 0 20 O

In diesem Fall sind keine Vertauschungen nétig und man kann direkt zur
Restberechnung in Zeile s = 2 iibergehen:

s
1 0 0 0
0 -6 2 0 s
0 0 20 O
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Da 20 nicht durch —6 teilbar war, entsteht dieses Mal ein Element mit
kleinerer Norm. Deshalb geht man nun wieder zu den Vertauschungen und
vertauscht Zeile 3 mit Zeile 2:

s
1 0 0 O
0 2 -6 0 s
0 20 0 O

Nun kann man wieder die Reste in der Zeile s und danach auch die Reste
in der Spalte s berechnen und erhélt folgende Matrix:

s
1000
0 200 s
0 00O

Da 2 nun das einzige Element ungleich 0 in Zeile s = 2 und Spalte s = 2
ist und as—1 -1 = 1 das Element ass = 2 teilt, kann man s wieder um
1 erhohen. Dieses Mal haben dann aber alle Elemente in Zeile und Spalte
s = 3 den Wert 0, also kann s gleich wieder um 1 erhéht werden. Dann ist
aber s =4 > 3 = min{m,n} und somit wird die Matrix

10
0 2
00

o O O

0
0
0
als Smith-Normalform zuriickgegeben.

4.3.2 Modulalgorithmen

Basisberechnung/Normalisierung

Algorithmus 4.3.3. Der folgende Algorithmus berechnet eine Z-Basis fiir
den Modul m im Zahlkérper K mit (K : Q) = n. Dabei hiingt die Basis
nur vom Modul m ab und nicht vom Erzeugendensystem von m, das im
Algorithmus verwendet wird.

1. Setze G := m.generators()

2. Berechne die Koordinatenvektoren vy, ...,v|g von den Erzeugern in
G beziiglich einer Basis B von K und schreibe sie als Zeilen in eine
Matrix M.

3. Berechne den Hauptnenner d der Matrix und setze M := d x M.

4. Berechne die Hermite-Normalform N von M und setze N := % *N.
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5. Setze die Koordinatenvektoren o1, ..., Ug(n) gleich den nicht-Nullzei-

len von N.
6. Berechne die Elemente by, ..., bg(n) in K, die den Koordinatenvekto-
ren U1, ..., Ug(n) beziiglich der Basis B von K entsprechen.

7. Gib die Basis {bl, e ,brg(N)} von m zuriick.

Beweis. Die Koordinatenabbildung ¢p : K — Q™ ist ein Isomorphismus. So-
mit erhélt man durch ¢p eine Bijektion von Z-Moduln in K und Z-Moduln
in Q™. Man kann also mit dem entsprechenden Modul im Koordinatensystem
arbeiten, der von den Koordinatenvektoren vy, ..., v|g| erzeugt wird. Falls
die Erzeugermatrix nicht nur Koeffizienten in Z hat, muss man zunéchst die
Basis so verdndern, dass die Koordinaten in Z sind (da nur fiir euklidische
Ringe die Hermite-Normalform definiert wurde). Dafiir kann man einfach
die é—fache Basis nehmen, wodurch die Matrix in der neuen Basis das d-
fache der alten Matrix ist und somit Koeffizienten in Z hat. Man kann nun
die Hermite-Normalform N der Matrix M bilden und da die Koeffizienten
der Matrix in Z sind, erzeugen die Zeilen von N den gleichen Z-Modul wie
die Zeilen von M. Da die Hermite-Normalform in Zeilenstufenform ist, gilt
nach Lemma 2.7.9 sogar, dass die nicht-Nullzeilen von N eine Z-Basis vom
Modul im Koordinatensystem beziiglich der é-fachen Basis bilden. Um wie-
der in die urspriingliche Basis B zu kommen, multipliziert man die Matrix
noch mit é. Nun kann man die nicht-Nullzeilen mit gbél wieder zu Elemen-
ten im Zahlkorper umwandeln und erhélt dadurch eine Basis von m. Da die
Hermite-Normalform nur vom Modul abhéngt und nicht vom Erzeugenden-
system, hiangt auch die berechnete Basis nur vom Modul ab. O

Schnitt von Moduln

Algorithmus 4.3.4. Der folgende Algorithmus berechnet den Schnitt von
zwei Moduln my, mg im Zahlkérper K mit (K : Q) = n.

1. Setze G := mj.generators(), G2 := my.generators().

2. Wihle eine Basis B von K und berechne die Koordinatenvektoren
V1. .., |G, von den Elementen in G1 und die Koordinatenvektoren
Wi, ..., W|q,| von den Elementen in G.

3. Schreibe die Vektoren vy, ..., v|q,| als Zeilen in eine |G| x n Matrix
M und die Vektoren wi, ..., w|g,| als Zeilen in eine |G| x n-Matrix
Ms.

4. Bilde die (|G1| + |Ga|) x (n + n)-Matrix
_ (M M
M; = (M2 0 )
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5. Berechne den Hauptnenner d von Ms, setze M; = d * Ms, berechne
die Hermite-Normalform N von M; und setze N := d x N.

6. Setze i9 := min{i € {1,...,|G1| +|G2|} | si(N) > n} und teile die
Matrix N vor Zeile ig und nach Spalte n. Benenne die entstehenden
Matrizen folgendermaflen:

XY
N = (0 Z)

7. Setze z1,...,2n—i;,+1 gleich den Zeilen von Z. Berechne die Elemente
Cl,...,Cn—ip+1 in K, die den Koordinatenvektoren z; beziiglich der
Basis B entsprechen.

8. Gib den Modul zuriick, der von ¢y, ..., cp—ij,+1 erzeugt wird.

Beweis. Zur Vereinfachung der Darstellung wird angenommen, dass d = 1
ist, also eine Basis B gewahlt wurde, so dass die Koordinatenvektoren der
Erzeuger in Z" sind (vergleiche dazu auch den Beweis von Algorithmus
4.3.3). Dann gilt M3 = Ms, N = N und fiir die Koordinatenabbildung
¢p : K — Q" beziiglich B gilt ¢p(m;) C Z". Die Zeilen von Mz sind
dann nach Konstruktion von M3 entweder von der Form

(¢B(m1),¢p(m1)) € Z" X Z",my € M
oder von der Form
(¢B(m2),OZn) e Z" x Zn,mQ € Mos.

Da die Hermite-Normalform durch elementare Zeilenumformungen gebildet
wird, ist jede Zeile (Ozn, z;) in N eine Z-Linearkombination von den Zeilen

von Ms. Somit gilt fiir geeignete Elemente ay,...,q/q,},01,...,bq,| € Z die
Gleichung
|G1 |Ga|
(Ozn, z:) = > a = (vg, v3) Zbk* w;, 0zn).
k=1

Spaltet man diese Gleichung von Vektoren der Lénge 2% n in zwei Gleichun-
gen von Vektoren der Linge n auf, so ergibt sich

|G| |G|

zi = E ak*vzz—g b * w;.

Damit sind die z; sowohl Z-Linearkombinationen von den v; als auch von
den w;. Also ist der von den z; erzeugte Modul ein Teilmodul vom Modul
¢p(miNmy). Es bleibt noch zu zeigen, dass die umgekehrte Richtung gilt, das
heifit, dass jedes Element vom Modul ¢p(m;Nmy) eine Z-Linearkombination
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von den Vektoren z; ist. Sei also nun u die Koordinatendarstellung eines
Elements in m; Nmg. Dann gibt es ay,...,q/g,},b1,. .., b, mit

|Gl |Gzl

Zak*vk :u:Zbk*wk

k=1 k=1
Die Zeilen von M3 erzeugen nach der Konstruktion von M3 den Modul
w3 := {(¢pB(m), ¢(m)) € Z" x Z" | m € My} + ¢p(Ms) x {0z:} C Z%™.

Somit sind die Vektoren

|G|

up = Zak*(vk,vk)
k=1
|G2|

Uy = Zbk*(wk,OZn)
k=1

beide in m3. Auerdem gilt u; — ug = (0zn, u). In der Hermite-Normalform
wird also u; — ug schon von den Zeilen erzeugt, deren Zeilenanfinge grofier
als n sind. Dies sind genau die Zeilen der Teilmatrix

(0 2)

von N. Damit wird u von den Zeilen der Matrix Z erzeugt. Es wurde also
gezeigt, dass die Zeilen von Z genau den Modul ¢p(m;Nmg) erzeugen. Somit
erzeugen die Urbilder ¢y, ..., ¢cy—jy4+1 von den Zeilen den Modul m; Nmy. O

Faktormodul

Algorithmus 4.3.5. Der folgende Algorithmus berechnet den Isomorphie-
typ des Faktormoduls m; /mound den Index (m; : my), wobei my, mo Module
in K sind mit my C my.

1. Setze By := mj.basis(), By := mg.basis(), r; := |B;|. Vervollstandige
B zu einer Q-Basis B von K durch Hinzufiigen geeigneter Elemente.

2. Berechne die Koordinatenvektoren vy, ...,v,, der Elemente von By
beziiglich der Basis B.

3. Schreibe die Vektoren vy,...,v,, als Zeilen in eine ry x n-Matrix A
und bestimme ihre Smith-Normalform S.

4. Setze di,...,d,, gleich den Diagonalelementen von .S, die ungleich 0
sind.
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5. Gib das Produkt Z" "2 x [['2, Z/(d;)z als Isomorphietyp des Faktor-
moduls my /my zuriick. Falls 71 = 7o gilt, gib []'2, d; als Index zuriick,
ansonsten oo.

Beweis. Da mg C my gilt, sind alle Elemente von mo auch Z-Linearkom-
binationen der Elemente von Bj, also insbesondere Z-Linearkombinationen
der Elemente von B. Somit hat die Matrix A Koeffizienten in Z und es kann
ihre Smith-Normalform gebildet werden. Sei ¢p : K — Q" die Koordina-
tenabbildung beziiglich der Basis B. Da B; eine Basis und eine Teilmenge
von B ist, gilt ¢p(my) = Z". Da S die Smith-Normalform von A ist, gibt es
invertierbare Matrizen U, V mit A = U xS * V. Die Matrix V induziert dann
eine Basistransformation in ¢p(m;) = Z™, die Z™ auf sich selbst abbildet
und die Zeilen von U % S auf die Zeilen von A. Da die Zeilen von U % S
den gleichen Modul erzeugen wie die Zeilen von .S, erhélt man also einen
Isomorphismus Z™ /[dy % €1, ... ,dp, % €p,)z = 2™ [[V1, ..., 0r,]7. Es gilt also
insgesamt:

op(m1)/pp(me) = Z™ /v, vz

= 7' /[dy*eq,. .., dy, *erlz
T2
=~ zn " x [[2/(d)z
i=1
Der Index ergibt sich dann sofort aus dieser Darstellung. O

Quotient von Moduln

Algorithmus 4.3.6. Der folgende Algorithmus berechnet den Quotienten
my %msy von zwei Moduln mq, ms.

1. Setze By := my.basis(), N := {}.

2. Fiir jedes Element b € By berechne den Modul b~! * m; und fiige ihn
zur Menge von Moduln N hinzu.

3. Berechne den Schnitt n aller Moduln in N durch (mehrfache) Anwen-
dung von Algorithmus 4.3.4 und gib den Modul n zuriick.

Beweis. Nach Proposition 3.1.7 ist der Quotient der Schnitt iiber die Moduln

m;l * my, wobei mq,...,m, eine Basis von my ist. Somit ist der Quotient

genau der Schnitt iiber die Moduln in N. O
4.3.3 Ordnungsalgorithmen

Zerlegung einer halbeinfachen Algebra

Algorithmus 4.3.7. Der folgende Algorithmus berechnet fiir eine Prim-
zahl p und eine halbeinfache F,-Algebra A die Zerlegung @;_; A; von A in
einfache Algebren Aq,..., A,.
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. Setze A:= {A} und r = 0.

Wihle ein beliebiges Element B aus A und entferne es aus A. Kann
kein Element B aus A gewiihlt werden (weil A = ), so sind Ay, ..., 4,
die gesuchten Elemente der Zerlegung.

Sei ¢ : B — B die Abbildung, die x € B auf zP — x abbildet. Be-
rechne kert und seine Dimension k. Ist & = 1, so setze r :=r 41,
A, = B und gehe zuriick zu Schritt 2). Ist » > 1, so wihle ein
a € kery \ (Fp * 15) und gehe zu Schritt 4).

. Berechne das Minimalpolynom i, € Fp[z] von o und zerlege es in zwei

teilerfremde Polynome m; und mg in F,[z]. Berechne u,v € Fy[z], so
dass u* my + v * mg = g, gilt. Setze € := (u*m1)(a) € B.

Setze By := €* B und Bs := (1 — €) % B, fiige By und By zu A hinzu
und gehe zu Schritt 2).

Beweis. Erlauterung der einzelnen Schritte:

1)

Die Menge A soll die Elemente der Zerlegung enthalten, bei denen
noch nicht bekannt ist, ob sie weiter zerlegbar sind, das heifit ob sie
einfach oder halbeinfach sind. Die Elemente Ay, ..., A, hingegen sind
die Elemente der Zerlegung, bei denen schon bekannt ist, dass sie ein-
fach sind. Am Anfang ist also A= {A} und r = 0.

Zu Beginn dieses Schrittes gilt immer A = @;_; A; ® @ g 4 B, wobei
die Elemente A, ..., A, einfach sind und die Elemente B € A im All-
gemeinen nur halbeinfach sind, aber auch schon einfach sein kénnen.
Gibt es also keine Elemente mehr in A4, so ist A vollstdndig in ein-
fache Algebren zerlegt. Ansonsten wird ein Element B der Zerlegung
ausgewéhlt, um es (falls moglich) weiter zu zerlegen.

Ist die Dimension des Kerns von v gleich 1, so gilt nach Lemma
2.8.32, dass B einfach ist. Somit fiigt man B zu den einfachen Alge-
bren A1, ..., A, hinzu. Ansonsten bestimmt man mit Hilfe von Lemma
2.8.32 ein idempotentes Element von B, um B mit Hilfe von Proposi-
tion 2.8.29 weiter zu zerlegen. Fiir die Berechnung von teilerfremden
m1 und meo kann man beispielsweise das Polynom pu, vollstdndig in
Faktoren zerlegen und dann m; gleich der héchsten Potenz eines ir-
reduziblen Faktors setzen und mgo gleich dem Rest setzen. Natiirlich
kann man an dieser Stelle noch optimieren und muss u, nicht unbe-
dingt vollstandig zerlegen. Die Polynome u und v kann man mit dem
erweiterten euklidischen Algorithmus bestimmen, da der grofite ge-
meinsame Teiler von m; und myg gleich 1p ;) ist. Nach Lemma 2.8.32
ist dann € = (u * m1)(«) ein nicht-triviales idempotentes Element von
B.
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5)

Da im vorherigen Schritt ein nicht-triviales idempotentes Element e
von B gefunden wurde, ist B nach Proposition 2.8.29 die direkte Sum-
me von By = ex B und By = (1 —¢€) % B. Da noch nicht bekannt ist, ob
sich B; und By weiter zerlegen lassen, werden sie zunéchst beide zu A
hinzugefiigt und man geht wieder zu Schritt 2), um weitere Elemente
zu zerlegen.

O]

Bestimmung der Primideale iiber einer bestimmten Primzahl

Algorithmus 4.3.8. Der folgende Algorithmus berechnet die Primideale

Pi,..

., pr in einer Ordnung O, die iiber einer gegebenen Primzahl p liegen,

das heifit es gilt (p)o C p;-

1.

Setze B := O/(p)o und berechne die Dimension n von B als Z/pZ-
Vektorraum.

Wihle k so, dass p*~! < n < p”* gilt und setze N := ker (gbk), wobei
¢ der Frobenius-Homomorphismus Frob(p) ist.

Setze A := B/Np, zerlege A mit Algorithmus 4.3.7 in eine direkte
Summe €;_; A; von einfachen Algebren Aj,..., A, und setze dann

pj = Zi# A; fiir jedes j in {1,...,r}.

. Berechne das Urbild p; := ¢~ !(p;) fiir alle j in {1,...,r}, wobei

t:0 —- B=0/(p)o — A=B/Np
r — T:=x+((po — T+Np

die kanonische Inklusion ist. Die p; sind dann die gesuchten Primideale
iiber p.

Beweis. Erlduterung der einzelnen Schritte:

1)

Nach Proposition 2.2.15 gibt es eine Bijektion zwischen den Primidea-
len in O, die (p)o enthalten und den Primidealen in O/(p)p. Da in O
alle Primideale maximal sind, sind nach der gleichen Proposition auch
alle Primideale in B maximal.

Nach Lemma 2.8.24 ist das auf diese Weise erzeugte Ng das Nilradikal
von B und somit nach 2.8.20 der Schnitt iiber alle Primideale in B (und
da in B alle Primideale maximal sind, ist es gleichzeitig das Jacobson-
Radikal in B). Somit enthalten alle Primideale in B das Ideal Np
und deshalb gibt es nach Proposition 2.2.15 eine Bijektion von den
Primidealen in B und den Primidealen in B/Np.
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3) B ist eine endlich erzeugte F)-Algebra, also ist nach Theorem 2.8.34
die Fp-Algebra A = B/Np halbeinfach. Somit kann A mit Algorith-
mus 4.3.7 zerlegt werden. Da die Zerlegung eine direkte Summe ist,
bekommt man A/p; = (Bi_; Ai)/(D,,; Ai) = Aj. AuBerdem ist je-
des A; einfach, also nach Lemma 2.8.31 auch ein Koérper. Somit ist
nach Proposition 2.2.16 die Menge p; ein Primideal in A. Diese p;
sind die einzigen Primideale in A.

4) Wie bereits in 1) und 2) angesprochen gibt es eine Bijektion zwischen
den Primidealen iiber p in O und den Primidealen in A. Diese wird
durch ¢ induziert. Da die p; alle Primideale in A sind, bekommt man
durch die Urbilder p; alle Primideale in O, die iiber p liegen.

O

4.3.4 Idealalgorithmen

Bewertung beziiglich eines Primideals

Algorithmus 4.3.9. Der folgende Algorithmus berechnet eine Teilzerle-
gung eines Ideals a in einer Ordnung O in eine Potenz eines invertierbaren
Primideals p (mit Exponent e) und einen Rest 2, der nicht in p enthalten
ist.

1. Setze e :=0, A := a.
2. Berechne das Inverse p~! von p.

3. Ist A in p enthalten, so setze e := e+ 1, A := p~ % 2A. Ist A nicht in p
enthalten, so gib 2 und p¢ (oder A und e) zuriick.

Beweis. Zunichst ist nur die Zerlegung a = a * p° bekannt, also setzt man
2 = a und e = 0. Da p invertierbar ist, kann man das Inverse berechnen. Ist
2 in p enthalten, so gilt A = A xp~! C O, also ist A ein ganzzahliges Ideal,
fir das A = A+ (1)o = A *p~ ! xp = A x p gilt. Deshalb erhcht man den
Exponenten e um eins und setzt 2 gleich 2 * p~!. Ist hingegen 2 nicht in p
enthalten, so hat man die gewiinschte Darstellung gefunden. Diese ist nach
Proposition 3.3.13 eindeutig.

Hinweis zur Endlichkeit des Algorithmus: Nach Proposition 3.3.13 gibt es
genau eine Darstellung a = xp® mit A ¢ p und bei dieser ist e = v, (a) € No.

Somit kommt man nach endlich vielen Schritten zu dieser Darstellung.
O

Bemerkung 4.3.5. Grundsdtzlich kann man diesen Algorithmus auch fiir
gebrochene Ideale a und invertierbare gebrochene Ideale p definieren. Wie bei
ganzzahligen Idealen folgt aus A C p auch A=A xp~t C O. Somit sind die
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A in allen weiteren Iterationen ganzzahlige Ideale. Man erhdilt also durch
die 2 in den Iterationsschritten eine aufsteigende Kette von ganzzahligen
Idealen in O. Da O noethersch ist, ist die Kette entweder endlich (das heifit
der Algorithmus terminiert) oder die Kette muss stationdr werden, das heifst
A=A =Axp~ ! in einem Schritt und somit A = Axp~Lxp = Axp. Damit
muss aber die Kette (im unendlichen Fall) nur aus Gleichungen bestehen,
da dann fiir zwei aufeinanderfolgende Elemente B und B der Kette immer
B = B xp ! und somit auch B = B xp gilt. In diesem Fall wiirde der
Algorithmus nicht terminieren. Deshalb sollte man oo und a zurickgeben,
falls @ = a*p~! gilt. Ein triviales Beispiel fiir diesen Fall wéire a beliebig
und p = (1)o.

Zerlegung eines Ideals in Primideale

Algorithmus 4.3.10. Der folgende Algorithmus berechnet die vollstandige
Zerlegung eines Ideals a in einer Ordnung O in invertierbare Primideale
P1,...,Ps mit Exponenten ey, ..., es und einen Rest XA, der in keinem inver-
tierbaren Primideal enthalten ist.

1. Setze s : =0 und A := a.

2. Berechne die Diskriminante d von a und ihre Primfaktorzerlegung
d = p{ *p§? * ... xptr, wobel p1,...,p, paarweise verschiedene Prim-
zahlen sind.

3. Wiéhle eine Primzahl p := p; mit Exponent e; grofler gleich 2 und
berechne die Primideale By, ..., B, iiber p (siche Algorithmus 4.3.8).

4. Fiir jedes Primideal 3 := P; teste, ob P invertierbar ist. Ist P in-
vertierbar, so zerlege 2 mit Algorithmus 4.3.9 in ein Produkt %A * 3¢
(wobei 2l nicht in 98 enthalten ist) und setze 2 := 2, s := s+1, ps := P
und e, := e. Falls 3 nicht invertierbar ist, gehe zum néchsten Primide-
al. Wurden alle Primideale iiberpriift, so gehe zuriick zu Schritt 3) und
wéhle eine noch nicht gewédhlte Primzahl. Wurden bereits alle Prim-
zahlen iiberpriift, so gib die invertierbaren Primideale pi,...,ps mit
Exponenten eq, ..., es und den Rest 2 zuriick.

Beweis. Erlduterung der einzelnen Schritte:

1) Bisher wurden noch keine Primidealteiler von a gefunden, also setzt
man s =0 und A = a.

2) und 3) Jedes Primideal p, das in einer Zerlegung von a in Ideale auf-
taucht, muss a enthalten. Nach Korollar 3.3.5 muss also die Basisprim-
zahl p von p die Diskriminante von a quadratisch teilen. Somit muss
man nur die Primideale iiber den Primzahlen mit Exponent grofier
gleich 2 betrachten.
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4)

In diesem Schritt werden (im Verlauf des ganzen Algorithmus) alle
invertierbaren Primideale, die iiber a liegen kénnten, betrachtet. Fak-
torisiert man diese mit Algorithmus 4.3.9 alle heraus, so bekommt man
eine Zerlegung wie gefordert (vergleiche hierzu auch den Beweis von
Proposition 3.3.23).

O]

4.3.5 Zahlkorperalgorithmen

Berechnung der Maximalordnung

Algorithmus 4.3.11. Der folgende Algorithmus liefert nach endlich vie-
len Schritten die Maximalordnung O eines beliebigen Zahlkoérpers K. Der
Algorithmus ist auch als ROUND-1-Algorithmus von Zassenhaus bekannt.

1.

2.

Bestimme ein v € K ganz iiber Z mit K = Q[y] und setze O := Z[y].

Berechne die Diskriminante d von O und zusétzlich ihre Primfaktorzer-
legung d = pi' % p5? * ... % pSr mit paarweise verschiedenen Primzahlen

b1y---5Dr-

Wihle eine Primzahl p := p;, deren Exponent e; grofler gleich 2 ist
und bestimme alle iiber (p)p liegenden Primideale pi,...,ps (siehe
Algorithmus 4.3.8).

. Suche ein ig € {1,...,s} mit Ord(p;,) # O. Wird ein iy gefunden,

setze O = Ord(p;,) und gehe erneut zu Schritt 2). Falls kein solches
igp vorhanden ist, gehe zu Schritt 3) und wihle eine Primzahl, die noch
nicht gewdhlt wurde. Wurden bereits alle Primzahlen betrachtet, so
setze Ok = O. Dies ist die Maximalordnung.

Beweis. Erlauterung der einzelnen Schritte:

)

Zunéchst gibt es nach Theorem 2.4.12 ein iiber Z ganzes Element
v € K, so dass K = Q[y] gilt. Da v ganz iiber Z ist, ist die Men-
ge Z[y] nach Lemma 2.4.4 ein endlich erzeugter Z-Untermodul von
K und somit ein Modul von K. Da 7 auflerdem K erzeugt ist Z[7]
vollstdndig und somit sogar eine Ordnung, da Z[7] ein Ring ist.

und 3) Falls die Ordnung O nicht die Maximalordnung ist, so muss
es nicht-invertierbare Primideale in O geben. Nach Proposition 3.3.2
liegt jedes Primideal iiber einer Primzahl p. Ist p ein Primideal iiber
p und nicht invertierbar, so muss nach Lemma 3.3.35 gelten, dass O
nicht p-maximal ist, also p | (O : O) gilt. Wegen Lemma 3.1.10
[Diskriminanten-Index-Formel] gilt dann

P’ | (Ok : 0)? % d(Ok) = d(O).
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Somit muss man nur Primideale iiber Primzahlen betrachten, die min-
destens quadratisch in der Primfaktorzerlegung der Diskriminante von
O auftauchen. Diese bestimmt man mit Algorithmus 4.3.8.

4) Nach Proposition 3.3.11 ist p;, genau dann nicht invertierbar, wenn
O C Ord(p;,) gilt. Damit bekommt man eine gréfere Ordnung. Von
dieser kann man dann wieder die Diskriminante berechnen (die be-
tragsméBig kleiner ist) und wieder nach Primidealen suchen. Gilt bei
jedem p; die Gleichung, so sind alle p; invertierbar und da die p; al-
le Primideale iiber p waren, ist O auch p-maximal. Somit kann man
zur néchsten Primzahl iibergehen. Wurden bereits alle Primzahlen be-
trachtet, so ist O fiir alle Primzahlen p-maximal und man hat deshalb
die Maximalordnung gefunden, da alle Primideale invertierbar sind.

Hinweis zur Endlichkeit des Algorithmus: Die Betrachtung jeder Ord-
nung O besteht aus endlich vielen Schritten, da die Diskriminante von
O nur endlich viele Primzahlen enthélt und fiir jede Primzahl nur end-
lich viele Primideale iiber dieser Primzahl existieren. Aulerdem wird
nur endlich oft eine neue (echt groBere) Ordnung gesetzt, da jede streng
monoton aufsteigende Kette von Ordnungen stationér wird (vergleiche
Beweis von Theorem 3.1.16).

O

Bemerkung 4.3.6. Wurde in Schritt 4) fir eine Primzahl kein Primideal
mit Ord(p;,) # O gefunden, so kann diese Primzahl auch in allen gréferen
Ordnungen ignoriert werden, da schon O p-maximal ist und diese Eigen-
schaft sich auf Ordnungen O mit © C O ibertrigt.

4.4 Umsetzung der Algorithmen in Sage

In diesem Abschnitt wird das Rechnen in Zahlkérpern in Sage (siehe [ST09])
umgesetzt. Sage ist eine frei erhéltliche open-source Alternative zu bekann-
ten mathematischen Systemen (Magma, Maple, Mathematica, Matlab) und
kann sowohl online benutzt werden als auch auf den eigenen Computer her-
untergeladen werden (fiir mehr Informationen siehe die angegebene Inter-
netseite von [ST09]). Die Syntax der Sage-Algorithmen ist (bis auf minimale
Unterschiede) die gleiche wie in der Programmiersprache Python (siehe auch
http://www.python.org). Fiir ein vollstindiges Verstédndnis der folgenden
Algorithmen ist es also empfehlenswert, wenn man schon Kenntnisse in der
Programmiersprache Python hat. Bei Kenntnissen in einer anderen Pro-
grammiersprache empfehle ich die Python-Funktionen 'map’ und ’reduce’
und den Begriff 'lambda expression’ nachzuschlagen, da diese in den Funk-
tionen an vielen Stellen verwendet werden und es nicht in allen Programmier-
sprachen eine Entsprechung davon gibt. Die Sage-Algorithmen orientieren
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sich von der Struktur und den Variablennamen grofitenteils an den vorher
beschriebenen mathematischen Algorithmen, allerdings kann es an einzelnen
Stellen zu Unterschieden kommen.

4.4.1 Vorbemerkungen

In der verwendeten Version von Sage (Version 5.4 vom 09.11.2012) gibt es
bereits Klassen und Funktionen fiir Zahlkérper, Ordnungen und gebrochene
Ideale, allerdings sind nur gebrochene Ideale in der Maximalordnung im-
plementiert. Deshalb werden im Folgenden die neuen Klassen 'NFModule’
und 'NFFractionalldeallnOrder’ implementiert. Diese sind darauf ausgelegt
mit den vorhandenen Klassen 'NumberField’ und 'Order’ zu funktionieren.
Zusétzlich wird noch eine Klasse 'NFFunctions’ implementiert, in der ei-
nige weitere (statische) Funktionen fiir Zahlkérper und Ordnungen enthal-
ten sind. Darunter sind einige Hilfsfunktionen fiir die anderen Algorithmen,
aber auch die Implementierung der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Algo-
rithmen zur Bestimmung von Primidealen iiber einer Primzahl und zur
Berechnung der Maximalordnung. Die Algorithmen zur Bestimmung von
Hermite- und Smith-Normalform einer Matrix M sind in Sage durch die
Funktionen ’M.echelon _form()’ und ’M.smith_form()’ gegeben. Dokumen-
tation und Autoren der verwendeten Klassen kdnnen im ’Sage Reference
Manual’ (http://www.sagemath.org/doc/reference/index.html) nach-
geschlagen werden.

4.4.2 Zahlkorper

NUMBER FIELD FUNCTIONS (Last Update: 28.2.2013)

from sage.rings.quotient_ring import QuotientRing_generic

class NFFunctions():

#Returns a tuple with the following objects:

#0: Space of the coordinate system in the given basis (or the
standard basis if coord_basis is None).

#1: Map from the coordinate system to the number field

#2: Map from the number field in the coordinate system.

#Remark: If the given basis has less elements than the degree of
the number field, then the coordinate system maps only the
part generated from the given basis. An element of the number
field that cannot be mapped in the coordinate system (because
it is not in the QQ-subspace generated from the basis) is
mapped to None with the corresponding function.

@staticmethod
def coordinate_system(number_field, coord_basis = None):
standard_coordinate_system = number_field.

absolute_vector_space ()
if (coord_basis is Nomne):
return standard_coordinate_system
else:
#0: coordinate system
coord_basis = map(number_field, coord_basis)
basis_vectors = map(standard_coordinate_system[2],
coord_basis)
vector_space = standard_coordinate_system[0].
subspace_with_basis(basis_vectors)

127



#1: map to number field

to_number_field_function = lambda x:
standard_coordinate_system[1](vector_space.
linear_combination_of_basis(x))

#2: map to coordinate system

vectorize_function_with_check = lambda x, y: vector_space.
coordinate_vector(x) if x in y else None
to_coord_function = lambda x:

vectorize_function_with_check(
standard_coordinate_system[2] (x), vector_space)

return (vector_space, to_number_field_function,
to_coord_function)

#Returns the standard basis of number_field

@staticmethod
def standard_basis(number_field):
alpha = number_field.absolute_generator ()

return [alpha**i for i in range(number_field.degree())]

@staticmethod
def basis_change_function (number_field, basis_from, basis_to):
cs_from = NFFunctions.coordinate_system(number_field,
basis_from)
cs_to = NFFunctions.coordinate_system(number_field, basis_to)
change_func = lambda x: cs_to[2](cs_from[1](x))
return change_func

@staticmethod
def basis_change_matrix (number_field, basis_from, basis_to):
m = len(basis_from) if not(basis_from is None) else
number_field.degree ()
n = len(basis_to) if not(basis_to is None) else number_field.
degree ()
if not(m == n):

raise ValueError(’Can only create a basis change matrix if
the bases have the same number of elements.’)

change_func = NFFunctions.basis_change_function(number_field,
basis_from, basis_to)

e = [[1 if i == j else O for i in range(m)] for j in range(m)]

images = map(change_func, e)

for i in images:
if i is None:
raise ValueError (’The bases for the basis change
matrix have to span the same QQ vector space in
the number field’)
A = matrix(len(images), images)
return A

#Matrix that corresponds to multiplication with element in terms
of coord_basis (or standard basis of number_field if
coord_basis == None)

@staticmethod

def multiplication_matrix(element, number_field, coord_basis =
None) :
element = number_field(element)
cs = NFFunctions.coordinate_system(number_field)

M = matrix (number_field.degree(), map(cs[2], [elementx*b for b
in NFFunctions.standard_basis (number_field)]))
if not(coord_basis is None):

B = NFFunctions.basis_change_matrix(number_field, None,
coord_basis)
M = B.inverse () *M*B

return M

#This function is only implemented to work within
prime_ideals_above_p(p, order). If you use this function in
other situations, the behaviour is unknown.

@staticmethod

def _split_semisimple_algebra(A, p, cs):
nilrad = A.defining_ideal ()
order = nilrad.order ()
number_field = order.number_field()

Fp = Integers(p)
generators_A = [j.lift() for j in A.gens ()]
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N = matrix(Fp, map(cs[2], generators_A))
N = N.echelon_form().submatrix(0, 0, N.rank(), N.ncols())
basis_A = map(cs[1], [[i[j].1ift() for j in range(len(i))] for

i in N.rows()1])

#semisimple algebras are stored here as a tuple of a NFModule
and an element in the number field that is the identity
element in the algebra

semisimple_algebras = [[NFModule(basis_A, number_field),
number_field (1)]1]

#simple algebras will be stored only as a NFModule, because we

don’t need the unit outside this function
simple_algebras = list ()

while len(semisimple_algebras) > O:
algebra = semisimple_algebras.pop()
algebra_module = algebral[0]
one = algebral[1]

kernel_generator = [a.lift() for a in map(A,
algebra_module.number_field_basis()) if a**p-a == A(0)
]

M = matrix(Fp, map(cs[2], kernel_generator)).echelon_form
O

M = M.echelon_form().submatrix(0, 0, M.rank(), M.ncols())

kernel_basis = map(cs[1], [[v[i].1lift() for i in range(len
(v))] for v in M.rows ()1)

dim = len(kernel_basis)

if dim < 1:
raise RuntimeWarning(’Kernel has no elements. This
should not happen. Please check parameters and
algorithm.’)
return []
elif dim == 1:
simple_algebras = simple_algebras + [algebra_modulel]
elif dim > 1:
#Search for an alpha in kernel_basis, that is not in
Fp*x1_A
alpha = None
for k in kermnel_basis:
vectorl = cs[2](A(k).1ift())
vector2 = cs[2](A(one).lift ())
M = matrix(Fp, [vectorl, vector2])
if not(M.rank () == 1)
alpha = A(k)
break
if alpha == None:
raise RuntimeWarning(’Could not find an alpha in
kernel basis, that is not in Fp*1_A. Please
check parameters and algorithm.’)
cs_A = NFFunctions.coordinate_system(number_field,
basis_A)
N = matrix(Fp, map(cs_A[2], [(alpha*A(a)).lift() for a
in basis_A]l))
fact = N.minpoly(’x’).factor ()

ml = fact [0][0]**fact [0][1]

m2 = reduce(lambda 11, 12: 11+12[0]**12[1], [fact[j]
for j in range(l, len(fact))]l, 0)

unit, u, v = xgcd(ml, m2)

if unit != 1:

raise RuntimeWarning(’Calculated polynomials are
not coprime. Please check algorithm.’)

koeff = ml.coeffs()

mlalpha = reduce(lambda 11, 12: 11 + 12[0]*alpha**12
[1], [(A(koeff[i]), i) for i in range(l, len(koeff
))1, A(koeff [0]))

epsilon = (A(u)*mlalpha).lift ()

algebral = [NFModule([epsilon*b for b in
algebra_module.number_field_basis ()], number_field
), epsilon]

algebra2 = [NFModule ([(1-epsilon)*b for b in
algebra_module.number_field_basis ()], number_field
), (1-epsilon)]

semisimple_algebras = semisimple_algebras + [algebral,
algebra2]

return simple_algebras
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@staticmethod
def prime_ideals_above_p(p, order):

number_field = order.number_field ()

Fp = Integers(p)

cs = NFFunctions.coordinate_system(number_field, order.basis ()
)

0 = NFFractionalIdealInOrder ([p], order)

QuotientRing (order, p0, ’b’)

len(B.gens ())

min([k for k in range(n) if n <= p~k])

R.<x> = PolynomialRing(ZZ)

phik = x~(p~k)

images = [phik(b) for b in B.gens ()]

im_vectors = map(cs[2], [i.1ift() for i in images])

M = matrix(Fp, im_vectors)

ker = M.kernel ()

ker_basis = map(cs[1], [[v[i]l.lift() for i in range(len(v))]
for v in ker.basis()])

nilrad = NFFractionalIdealInOrder (p0.number_field_basis()+

ker_basis, order)

W B wo

A = QuotientRing_generic (order, nilrad, ’a’)
simple_algebras = NFFunctions._split_semisimple_algebra(A, p,
cs)

prime_ideal_modules = [reduce(lambda 11, 12: 11 + 12, [
simple_algebras[j] for j in range(len(simple_algebras)) if
i !'= jl, nilrad.module()) for i in range(len(
simple_algebras))]
return [NFFractionallIdeallInOrder (pr_id.basis(), order) for
pr_id in prime_ideal_modules]

#This function calculates the maximal order of the number field
with the roundl algorithm of zassenhaus
@staticmethod
def maximal_order_roundl (number_field):
alpha = number_field.absolute_generator ()
order = ZZ.extension(number_field.absolute_polynomial(),
alpha’)
maximal = false
while not (maximal):
new_order = None
d = order.discriminant ()
fact = d.factor ()
pr_id = None
for (p, i) in fact:
if not(new_order is None):
break
if i >= 2:
for pr_id in NFFunctions.prime_ideals_above_p(p,
order) :
pr_id_order = pr_id.module().module_order ()
if pr_id_order != order:
new_order = pr_id_order
break
if new_order is None:
maximal = true
else:
order = new_order
return order

>

END NUMBER FIELD FUNCTIONS

4.4.3 Moduln

NUMBER FIELD MODULE (Last Update: 28.2.2013)

from sage.modules.free_module import FreeModule_generic_pid

class NFModule (FreeModule_generic_pid):

130



#Konstruktor , generators: Liste von Elementen im gleichen

def

def

def

def

def

def

Zahlkorper

__init__(self, generators, number_field):

#gram matrix is only calculated if needed

self._gram_matrix = None

#coordinate system is only calculated if needed

self._cs = None

self . _number_field = number_field

#ensures that the generators are in number_field (results in
error if the generator elements cannot be converted to
elements of number_field)

self._gens = map(number_field, generators)

self._calculate_basis ()

FreeModule_generic_pid.__init__(self, ZZ, self.rank(), self.
_number_field.degree())

__add__(modulel, module2):
if modulel.number_field() != module2.number_field():
raise NotImplementedError (’Sum of modules in different
number fields not implemented.’)
#the following + is a concatenation of lists
return NFModule (modulel.basis() + module2.basis (), modulel.
number_field ())

__contains__(self, element):
element = self.number_field() (element)
cs = self.coordinate_system()
vector = cs[2](element)
if vector is None:

return false
for i in vector:

if not(i in ZZ):

return false

return true

__eq__(self, module):
if not(self.number_field() == module.number_field()):
raise NotImplementedError (’Comparison of two modules in
different number fields not implemented.’)
b1l self.number_field_basis ()
b2 module.number_field_basis ()
if len(bl) != len(b2):
return false
for i in range(len(bl)):
if not(b1[i] == b2[il):
return false
return true

_mul__(modulel, module2):
if modulel.number_field() '= module2.number_field():
raise NotImplementedError (’Product of modules in different
number fields not implemented.’)
return NFModule([i*j for i in modulel.number_field_basis() for
j in module2.number_field_basis ()], modulel.number_field

)

__ne__(self, module):
return not(self == module)

#returns the coordinates of the module basis in the standard basis

def

def

def

of the number field
basis(self):
return self._coord_basis

coordinate_system(self):
if self._cs is None:
self._cs = NFFunctions.coordinate_system(self.number_field
(), self.number_field_basis())
return self._cs

discriminant (self):
return self.gram_matrix().determinant ()
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#Returns a basis of the number field (in standard coordinates),
that contains all basis elements of self. This is done by
adding appropriate elements of the standard basis of the
number field.

def get_extended_basis(self):

basis = self.basis ()
extended_basis = list ()
number_field = self.number_field()
n = number_field.degree()
k=0
for i in range(n):
extend = false
if k >= len(basis):
extend = true
elif basis[k][i] == O0:
extend = true
if extend:
extended_basis = extended_basis + [[1 if j == i else 0O
for j in range(n)]]
else:
extended_basis = extended_basis + [basis[k]]
k =k + 1

return extended_basis

#Needed for discriminant
def gram_matrix(self):
if self._gram_matrix is None:

B = self.basis_matrix ()
I = self.inner_product_matrix()
self. _gram_matrix = B*I*B.transpose ()

return self._gram_matrix

def includes (self, module):
for i in module.number_field_basis():
if not(i in self):
return false
return true

def index_and_factor_module (modulel, module2):
if modulel.number_field() '= module2.number_field():
raise NotImplementedError (’Factor module of modules in
different number fields not implemented.’)
if not(modulel.includes (module2)):
raise ValueError (’module2 must be contained in modulel to
create the factor module modulel/module2’)
number_field = modulel.number_field ()
B = modulel.get_extended_basis ()
B2 = module2.number_field_basis ()
#Calculates coordinate vectors v of B2 in terms of basis B

v = map (NFFunctions.coordinate_system(number_field, B)[2], B2)
A = matrix(ZZ, len(v), v)
S, U, V = A.smith_form()
d = [S[i][i] for i in range(S.rank())]
rl = len(modulel.basis())
r2 = len(B2)
factors = [Integers(di) for di in d if di != 1]
if r1 == r2:
if len(factors) == 0

factor_module
elif len(factors)
factor_module
else:
factor_module
index = prod(d)
else:
if len(factors) == 0:
factor_module = ZZ"(rl1-r2)
else:
factor_module = cartesian_product ([ZZ"(ri1-r2)]+factors

'ntegers(l)
1 .

factors [0]

cartesian_product (factors)

index = Infinity
return index, factor_module

#Needed for gram_matrix/discriminant
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def

def

def

def

def

def

def

def

def

inner_product_matrix(self):

number_field = self.number_field()

n = number_field.degree ()

nf_basis = NFFunctions.standard_basis(number_field)

I = column_matrix(n, n, [[NFFunctions.pmultiplication_matrix(ix*
j, self .number_field()).trace() for i in nf_basis] for j
in nf_basis])

return I

intersection(modulel, module2):

if modulel.number_field() '= module2.number_field():
raise NotImplementedError (’Intersection of modules in

different number fields not implemented.’)

number_field = modulel.number_field()

bl = modulel.basis ()

b2 = module2.basis ()

if ((len(bl) == 0) or (len(b2) == 0)):
return NFModule ([0], number_field)

#Calculates the least common denominator of all coordinate
vectors in bl and b2

d = reduce(lambda x, y: lcm(x, denomimnator(y)), list(bl+b2),
1)

M1 = matrix(ZZ, [d*v for v in b1l])
M2 = matrix(ZZ, [d*v for v in b2])
M3 = block_matrix ([[M1, M1], [M2, 0]])
M3 = M3.echelon_form()
M3 = 1/d*M3
n = number_field.degree()
rows = M3.rows ()
for i in range(len(rows)):
if [rows[il[j] for j in range(m)] == [0 for j in range(n)
i0 = i
break
Z = M3.submatrix(iO, n)
c¢ = map(number_field, Z.rows())
#alt: cs = NFFunctions.coordinate_system(number_field)

#alt: c = map(cs[1], Z.rows())
return NFModule(c, number_field)

is_fract_ideal (self, order):
number_field = self.number_field()

n = number_field.degree()

omega = map (number_field, order.basis())

for i in omega:
for b in self.number_field_basis():
if not(i*b in self):
return false
return true

is_full(self):
return self.rank() == self.degree()

module_inverse(self, order):
if self.number_field() != order.number_field():
raise NotImplementedError (’Module inverse in order with
different number field not implemented.’)
return NFModule.quotient (NFModule (order.basis (), order.
number_field()), self)

module_order (self):

quotient = NFModule.quotient (self, self)

0 = self.number_field().order (quotient.number_field_basis())
return O

number_field_basis(self):
return self._nf_basis

number_field(self):
return self._number_field

quotient (modulel, module2):
if modulel.number_field() !'= module2.number_field():
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raise NotImplementedError (’Quotient of modules in
different number fields not implemented.’)

number_field = modulel.number_field ()
Bl = modulel.number_field_basis ()
B2 = module2.number_field_basis ()
if len(B2) == 0:

raise ValueError (’mi1%m2 not defined for m2 = {0}’)
N = 1list Q)
for b in B2:

N = N + [NFModule([m/b for m in B1], number_field)]

m = N[O]
for i in range(1l, len(N)):
m = NFModule.intersection(m, N[i])

return m

def rank(self):
return len(self._nf_basis)

def scale(self, element):
return NFModule (map(lambda x: element*x, self.
number_field_basis()), self.number_field())

def str(self):
return °’NFModule (%s)’%self.number_field_basis ()

def _calculate_basis(self):

cs = NFFunctions.coordinate_system(self._number_field)
#Calculates the coordinate vectors of the generators
vectors = map(cs[2], self._gens)

#Calculates the least common multiple of the denominators of
the coordinate vectors

d = reduce(lambda x, y: lcm(x, denominator(y)), list(vectors),
1)
M = matrix(ZZ, len(vectors), [d*v for v in vectors])

#Calculates the HNF of a matrix

M = M.echelon_form()

#Removes zero rows of a matrix in HNF

M = M.submatrix(0, 0, M.rank(), M.ncols())

basis_vectors = [1/d*z for z in M.rows ()]
self. _coord_basis = basis_vectors
self. _nf_basis = map(cs[1], basis_vectors)

#this function is called if you print a NFModule m with ’print m’
def _repr_(self):

s = ’NumberFieldModule (%s, %s)\nbasis matrix in standard
coordinates:\n%s’%(self.number_field_basis (), self.
number_field (), self.basis_matrix())

return s

nun

END NUMBER FIELD MODULE

4.4.4 Ideale

nun

NUMBER FIELD IDEAL (Last Update: 28.2.2013)

nun

from sage.rings.ideal import Ideal_generic

#ToDo: Nullidealabfragen iiberall einfiigen, wo sie ndétig sind
class NFFractionalIdealInOrder (Ideal_generic):

def __init__(self, generators, order):
self._number_field = order.number_field ()
self._gens = map(self._number_field, generators)
self . _module = NFModule (generators, self._number_field)*
NFModule (order .basis (), self._number_field)
self._order = order

Ideal_generic.__init__(self, order, generators, false)

def add__(ideall, ideal2):
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if not(ideall.order () == ideal2.order()):
raise NotImplementedError (’Adding two ideals in different
orders is not defined.’)
return NFFractionalIdealInOrder (ideall.number_field_basis()+
ideal2.number_field_basis (), ideall.order())

def __contains__(self, element):
return element in self.module()

def __eq__(self, ideal):
if not(self.order() == ideal.order()):
raise NotImplementedError (’Comparing two ideals in
different orders not defined. If you want to compare
them as modules in a number field use (self.module()
== ideal.module()).’)
return self.module() == ideal.module ()

def __mul__(ideall, ideal2):
if not(ideall.order() == ideal2.order()):
raise NotImplementedError (’Multiplying two ideals in
different orders is not defined.’)
product_module = ideall.module()*ideal2.module ()
return NFFractionalIdealInOrder (product_module.
number_field_basis (), ideall.order ())

def basis(self):
return self._module.basis ()

def coprime(ideall, ideal2):
if not(ideall.order () == ideal2.order()):
raise NotImplementedError (’Check if two ideals in
different orders are coprime is not defined.’)
return ideall + ideal2 == NFFractionalldealInOrder ([1], ideall
.order ())

#This function can only factorize the ideal by its invertible
prime ideals. That means if pl, p2 are invertible and q is not
invertible, then the factorization of pl~2*p27~3xq~4 is
remainder*pl"2*xp2~3 where remainder equals to q~4.
def factor(self):

order = self.order ()

remainder = self

d = self.module().discriminant ()
fact = d.factor ()

factors = list ()

for (p, e) in fact:
if e >= 2:
prime_ideals = NFFunctions.prime_ideals_above_p(p,
order)
for pr_id in prime_ideals:
if pr_id.is_invertible():
(valuation, remainder) = remainder.
valuation_and_remainder (pr_id)
factors.append ((pr_id, valuation))
factors = [(remainder, 1)] + factors
return factors

def generators(self):
return self._gens

def includes(self, ideal):
for i in ideal.number_field_basis():
if not(i in self):
return false
return true

def inverse(self):

pseudo_inverse = self.pseudo_inverse ()

if self*self.pseudo_inverse() == NFFractionalldealInOrder ([1],
self.order()):
return pseudo_inverse

else:
raise ValueError (’Cannot calculate inverse of non-

invertible ideal. If you wanted to calculate the ideal
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Order%self please use the function self.
pseudo_inverse () .’)

def is_integral(self):
for b in self.number_field_basis():
if not(b in self.order()):
return false
return true

def is_invertible(self):
ideal = self

inverse = self.pseudo_inverse ()
a = ideal*inverse
return a == NFFractionalldealInOrder ([1], self.order ())

def module(self):
return self._module

def number_field(self):
return self._number_field

def number_field_basis(self):
return self._module.number_field_basis ()

def order (self):
return self._order

def valuation_and_remainder (self, invertible_ideal):
if not(self.order() == invertible_ideal.order()):
raise NotImplementedError (’Valuation only defined for
ideals that are in the same order as the valuation
ideal.’)
number_field = self.number_field
ideal = self
inverse = invertible_ideal.inverse ()
if ideal*inverse == ideal:
return Infinity, self
nu = 0
while invertible_ideal.includes(ideal):
nu = nu+l
ideal = ideal*inverse
return nu, ideal

def pseudo_inverse(self):
order = self.order ()
return NFFractionalIdealInOrder (self.module().module_inverse(
order) .basis (), order)

def reduce(self, element):

number_field = self.number_field()
element = number_field(element)
cs = self.module().coordinate_system()
vector = cs[2] (element)
reduced_vector = list ()
for i in range(len(vector)):
reduced_vector = reduced_vector + [vector[i] - ((vector[i
1-1/2) .round (’up’))]
reduced_element = cs[1] (reduced_vector)

return reduced_element

def scale(self, element):
return NFFractionalIdealInOrder (map(lambda x: element*x, self.
number_field_basis()), self.order())

def str(self):
a = tuple(self.number_field_basis())
return str(a)

END NUMBER FIELD IDEAL
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Im Verlauf von Kapitel 3 wurde festgestellt, dass man ein invertierbares
Primideal p aus einem Ideal a herausfaktorisieren kann, indem man a mit
dem Inversen von p multipliziert, bis a nicht mehr in p enthalten ist. Dieses
Vorgehen funktioniert in beliebigen Ordnungen und liefert die Exponenten
aller invertierbaren Primideale in einer Idealzerlegung. Die Exponenten von
nicht-invertierbaren Primidealen lassen sich nicht auf diese Weise bestim-
men und es ist auch zunichst nicht klar, ob es iiberhaupt eine vollstindige
Zerlegung in Primideale gibt.

Da in der Maximalordnung O alle Primideale invertierbar sind, kann
man in Ok alle Primideale herausfaktorisieren und erhilt dadurch eine
vollstdndige Zerlegung jedes Ideals in Primideale. In einer nicht-maximalen
Ordnung O gibt es aber mindestens eine Primzahl p, so dass O nicht p-
maximal ist. Damit gibt es auch mindestens ein Primideal p tiber p, das
nicht invertierbar ist. Jedes Ideal a, das in p enthalten ist, kann man mit
dem angegebenen Algorithmus nur teilweise in Primideale zerlegen, das heifit
es bleibt bei der Zerlegung ein Restideal, das im Allgemeinen kein Primide-
al ist. Sowohl die vollstdndige Zerlegung als auch die teilweise Zerlegung in
Primideale sind aber bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Wiéhrend man invertierbare Primideale fiir die Zerlegung von Idealen
verwenden kann, kann man nicht-invertierbare Primideale dafiir verwenden,
die Maximalordnung zu bestimmen. Dies geschieht schrittweise mit dem vor-
gestellten Algorithmus von Zassenhaus. Die Invertierbarkeit von Primidea-
len lisst sich durch einige Aquivalenzen feststellen, die ebenfalls in diesem
Kapitel gezeigt wurden.

In Kapitel 4 wurden Algorithmen fiir die Idealarithmetik und die Prim-
idealzerlegung zunéchst mathematisch beschrieben und bewiesen und dann
in Sage (siehe [ST09]) implementiert. Da Ideale und Ordnungen in Zahlkor-
pern freie Z-Moduln sind, kann man mit Hilfe von Koordinatensystemen
die Idealarithmetik zu einem groflen Teil durch Matrizen mit Koeffizienten
in Z darstellen. Durch Berechnungen in der Sage-Implementierung wurde
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ein Beispiel fiir ein Ideal in einer nicht-maximalen Ordnung gefunden, bei
dem eine Primidealzerlegung nicht moglich ist (vergleiche Beispiel 3.3.25).
Dadurch wurde gezeigt, dass sich Ideale in nicht-maximalen Ordnungen im
Allgemeinen nicht vollstdndig in Primideale zerlegen lassen - unabhéingig
vom Verfahren, das man fiir die Zerlegung verwendet.
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